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„Die Bedeutung einer Formel zu erkennen, 
dafür gibt es keine Begeln, und es bleiben daher 
oft einfache Resultate in den Formeln verborgen. 
Die geometrische Betrachtung lehrt die Formeln 
deuten, sie bleibt immer in der Figur und jedes 
Besultat ist gerade so ausgedrückt, wie es der 
Gegenstand fordert." G. G. J. Jaoobi. 
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Einteilnng. 

Einleitung: Der zur Beurteilung und zum Verständnisse notwendige 
geschichtliche Rahmen mit biographischen Angaben über den Verfasser des 
^Opus geometricum". 

Hauptteil: Analyse und Wertung der Kegelschnitte des Gregorius 
a St. Vincentio in ihrem Verhältnis sowohl zu des ApoUonius* „Sieben 
Bücher über Kegelschnitte" als auch zu Behandlungsweisen der neueren Zeit 
mit besonderer Berücksichtigung seiner Transformationsmethode „per subtensas". 

Schluß: Rückblick auf die von Gregorius erreichten Resultate. 



Einleitung. 

Lebensabriß des Gregorius a 8t[. Vinckntio. Übersicht über die Haupttbeoreme 
in der Lehre von den Kegelschnitten. Gregorius' „Prolegomena ad sectiones coni^S 

Unter den Kegelschnittwerken, welche das auf mathematischem Ge- 
biete so ungeheuer schöpferische 17. Jahrhimdert hervorbrachte, sind die 
Kegelschnitte des Gregorius a St. Vincentio am wenigsten bekannt. 
Wir folgen einer von Moritz Cantor, dem verehrten Meister der mathe- 
matischen Geschichtsschreibung, erhaltenen Anregung, wenn wir ver- 
suchen, das in der Literatur nur wenig zitierte, inhaltsreiche Lehrgebäude 
\' des Gregorius eingehend zu analysieren und sein Verhältnis zu den 
\ Schöpfungen des Altertums, in erster Linie zu den Büchern des Apollonius 
^rjVON Pergae über Kegelschnitte darzustellen und zu beurteilen. Schon 
-^ CHASiiES hielt ein genaueres Bekanntwerden der Untersuchungen des Gre- 
. GORius für sehr wünschenswert, wie eine von ihm im „Aper9U historique" 
^ wiedergegebene Aufforderung Qüetelets beweist: „On trouverait peut-etre 
des choses qu'aujourd'hui meme nous ignorons. Gar les sectious coniques 
I ofirent une source intarissable de proprietes et Ton ne peut dire sans teme- 
j rite que cette matiere est epuis^e." 

1 Das Wiederaufblühen der Wissenschaften im Abendlande hatte das In- 

teresse für die großen, griechischen Mathematiker von neuem erweckt, und 
die rege Herausgebertätigkeit, welche die Eenaissance entfaltete, hatte sich 
auch auf die Kegelschnitte des Apollonius von Pergae erstreckt. Regio- 
montans Absicht, die vier ersten Bücher herauszugeben, war durch den 
Venetianer Memmius 1537, dann in einer besseren Ausgabe durch Comman- 
I DiNus 1566 verwirklicht worden, welche auch die Lemmata des Pappus 
enthielt. Aus den letzteren versuchte Maurolycus, ein sizilianischer Edel- 
mann, eine Wiederherstellung des fünften und sechsten Buches des Apol- 
lonius, welche aber erst 1654 von Borellius veröffentlicht erschien. Auch 
Vincentius Viviani, „der letzte Schüler Galileis", machte in seiner „De 
Maximis et Minimis geometr. divinatio in V. Conic. Apollonu Pergaei" 1659 
einen Restitutionsversuch. Aber die drei weiteren Bücher des Apollonius 
t) erschienen erst im Jahre 1661 von Abraham von E grelles übersetzt und von 
Borellius herausgegeben, eine Tatsache, die wir als für die Zwecke unserer 
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4 Einleitung. 

Untersuchung wichtig betonen müssen. Ein Mönch namens Goliüs hatte 
das Manuskript der sieben ersten Bücher des Apolloniüs über Kegelschnitte 
in arabischer Übersetzung mit sich aus dem Orient gebracht und es an den 
Großherzog, von Toscana verkauft. In der Bibliothek der Mediceer zu 
Florenz fand Borellius 1658 dieses Manuscript und nahm es zur Heraus- 
gabe unter Erlaubnis des Großherzogs mit nach Rom.*). Man besaß also 
um die Wende des 16. Jahrhunderts die Möglichkeit in die vier ersten 
Bücher des antiken Monuments einen Einblick zu tun und über den Inhalt 
der übrigen mehr oder minder gelungene Kompilationen zu machen. Aber 
befriedigt fühlte man sich nach verschiedenen Seiten nicht; sei es, daß man 
überhaupt in den Geist der griechischen Mathematik noch nicht tief genug 
eingedrungen war, um die den einzelnen Büchern zugrunde liegenden, leiten- 
den Gedanken klar zu erfassen, sei es, daß diese kritische Gegenüberstellung 
eine natürliche Reaktion auf die für die antike Wissenschaft hellaufliam- 
mende Begeisterung war. Wir finden in der Literatur der Zeit genug Aus- 
sprüche, welche dokumentieren, daß man das Werk des Apolloniüs nicht 
für besonders durchsichtig ansah. (Vgl. Zeuthbn, Geschichte der Mathematik 
im 16. und 17. Jahrhundert.) Kepler verweist auf die Kegelschnitte des 
Apolloniüs, wenn er die Schwerfälligkeit seiner Beweise entschuldigen will, 
und Descartes gar hatte den Eindruck: „daß schon die Reihenfolge der 
Sätze bei den Alten zur. Genüge beweise, daß sie keine Methode besaßen 
sie alle zu finden, sondern, daß sie nur diejenigen sammelten, welche ihnen 
zufällig einfielen". Diese Kritik war glücklicherweise nicht nur eine nega- 
tive, sondern sie gab dien Anstoß zu den selbständigen Arbeiten des 17. Jahr- 
hunderts über die Kegelschnitte. Damit die Lehre von den Kegelschnitten 
auch andern Leuten wie Kepler und seinesgleichen zugänglich werden 
könne, bedurfte es, um wieder mit Zeüthen 1. c. zu reden, einer einfacheren 
und zeitgemäßeren Darstellung dieser Lehre als der, welche sich bei Apol- 
loniüs findet. Neben Mydorge, dem Freunde und Zeitgenossen Descartes', 
ist es aber Gregorius a St. Vincentio, welcher es unternahm in seinem 
„Opus geometricum*' eine ausführliche und zusammenhängende Lehre von den 
Kegelschnitten zu entwickeln. Wenn auch seine Gesichtspunkte nicht so 
neu und allgemein, so überraschend wie die von Desargües und Pascal 
erreichten Resultate sind, so hoffen wir doch im Laufe unserer historischen 
Untersuchung den Nachweis erbringen zu können, daß seine Kegelschnitte sich 
würdig den besser bekannten Entdeckungen unseres Autors auf dem Gebiete 
der Anfänge der Infinitesimalrechnung, — wir denken an die Methode „Ductus 

*) Eine Zusammenstellung alier Angaben über die Schicksale der Kegel- 
schnitte des Apolloniüs findet man in der Einleitung zu der deutschen Bearbeitung, 
welche H. Balsam 1861 veröffentlichte. 
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plani in planum" (vgl. Momtz Cantors Vorlesungen Bd. IE, p. 892) an- 
reihen, denen Leibniz so viel verdankte. 

Die Kegelschnitte bilden mit den anscheinend dem ILI. Buche „De 
circulo" zugerechneten „Prolegomena ad sectiones coni" das IV., V. und 
VL Buch des: „P. GRBGORn a St.® Vincbntio Opus geometricum quadraturae 
circuli et sectionum coni decem libris comprehensum", welches zu Antwerpen 
1647 als Folioband erschien. Der Endzweck des ganzen Werkes war die 
Quadratur des Kreises, welche im X. Buche entwickelt ist. Wir gehen hier 
auf die lebhaften Streitschriften, welche die von Grbgorius zur Kreis- 
quadratur auseinandergesetzten Methoden hervorriefen, als außerhalb des 
Rahmens unserer Arbeit liegend nicht ein. Man findet Ausführliches dar- 
über in Moritz Cantors Vorlesungen, Bd. 11, 714 — 717. Doch bei den 
Lebensumständen des Grbgorius müssen wir kurz verweilen. Zur genaueren 
Kenntnis derselben hat in jüngster Zeit ein Ordensgenosse des Grbgorius 
in liebevoller Weise beigetragen, Pater Hbnri Bosmans, durch zwei Schriften, 
welche in den: „Annales de la soci^te scientifique de Bruxelles t. XXVT, 
2® partie und t. XXVII, 2® partie" erschienen sind: „Deux lettres inedites 
de Grbgoirb de Saint Vincbnt", 1901 und „Documents inedits sur Gre- 
GoiRE DE Saint Vincent", 1903. In denselben publiziert Bosmans mehrere 
interessante, bisher unbekannte Briefe des Grbgorius (darunter zwei an 
Pater Mbrsbnne), eine Liste aller bisher aufgefundenen Briefe (die von 
1651 — 1660 dauernde Korrespondenz mit Huygbns ist in den „Oeuvres 
compl^tes de Christian Huygens publikes par la soci^te hoUandaise des 
Sciences" enthalten), eingehende Nachforschungen über die verschiedenen von 
Grbgorius veröffentlichten „Thesen" und endlich ein bald nach dem Tode 
des Grbgorius verfaßtes „Elogium". Dieses Elogium ergänzt die autobio- 
graphischen Nachrichten, welche sich in der „Praefatio" zum „Opus geo- 
metricum" finden, und hat den Lebensabrissen des Grbgorius von Qubtblbt 
in seiner „Histoire des sciences math^matiques et physiques chez les Beiges", 
Broxelles 1864, pag. 206 — 220 und von Goethals in seinen „Lectures 
relatives a l'histoire des sciences en Belgique" tom. IV., Bruxelles 1838, 
pag. 166 — 183 als Quelle gedient. Bosmans hat alle diese Nachrichten in 
einer „Chronologie sommaire" kritisch verarbeitet. Dieser neuesten Dar- 
stellung entnehmen wir die folgenden Daten. Grbgorius wurde 1584 zu 
Brügge geboren, genoß seine erste Ausbildung in Brügge und Douai, wurde 
1605 zu Rom in den Jesuitenorden aufgenommen und gehörte bis 1612 
dem CoUegium Bomanum an. In diesem Jahre starb Pater Clavius, welcher 
daselbst die mathematischen Studien geleitet hatte. 1613 finden wir Grb- 
gorius in Loewen, noch in demselben Jahre als Lehrer des Griechischen in 
Brüssel, 1614 und 1615 in Bois-le-Duc und Courtrai und hierauf in Ant- 
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werpen, wo er mit Aiguillonius, dem Verfasser der bekannten „Opticorum 
libri VI", erschienen 1613, zusammen war. Nach dessen Tode übernahm 
er hier den mathematischen Unterricht, 1621 — 1624 am Collegium in 
Loewen, Gregorius wurde 1625 wieder nach Rom gesandt und arbeitete 
hier mit seinem früheren Mitschüler Christoph Grienberger, welcher an 
Stelle des Claviüs getreten war. 1628 kehrte er nach Belgien zurück, 
wandte sich aber von da sogleich nach Prag, wo er im Begriffe einem Rufe 
König Philipps IV. von Spanien zu folgen erstmals einen Schlaganfall er- 
litt, der seine wissenschaftliche Produktionskraft sehr verminderte. An 
seiner Statt übernahm sein Schüler De la Faille die Stellung am spani- 
schen Hofe. Bald darauf traf Gregorius abermals ein großes Unglück. 
Bei der Eroberung von Prag durch die Schweden 1631 ging ein großer 
Teil seiner Manuskripte verloren. „Caetera omnia, quae cistam integram 
implebant, eaque fere erant, quae, cum iis ultima adhibita iam esset manus, 
praelo parabantur, praedae aut flammis relicta, cum tempori subduci non 
possent. Inter plurima, quae isthic deperdita, liber erat, quo totara Stati- 
cam Geometrice ex Archimedaeis deductam principiis comprehenderam, iustae 
spissitudinis tomo. Inerant praeterea Geometrica plurima, quae tomos duos 
hisce non absimiles magnitudine explevissent", erzählt Gregorius in der 
Vorrede zum Opus geometricum. Nur einen kleineren Teil rettete ihm der 
Spanier P. Rodrigues Arriaga nach Wien. Gregorius gelangte aber der 
unsicheren Zeiten wegen erst nach zehn Jahren in den Wiederbesitz der- 
selben und zwar in Gent, wo er von 1633 bis zu seinem Tode im Jahre 1667 
seinen Aufenthalt hatte. Er unterbrach ihn nur noch einmal, um in Ant- 
werpen den Druck des Opus geometricum zu überwachen. Seinen Ordens- 
oberen war Gregorius durch seine Hinneigung zum Koppernikanischen 
System^ aus der er kein Hehl machte, manchmal recht unbequem. Daher auch 
seine häufigen Dislokationen. In dem von Bosmans veröffentlichten Briefe 
an VAN DER Straeten und 1659 noch in einem Briefe an seinen jüngeren 
Freimd Christian Huygens erzählt Gregorius von jener denkwürdigen 
Sitzimg im Collegium Romanum, wo in Anwesenheit Galileis mit einem 
durch einen Gönner namens Scholiers aus Holland erhaltenen Fernrohre 
die neuen Entdeckungen am Himmel demonstriert wurden. (Bosmans pag. 24 
und 35, vgl. auch den Spezialaufsatz [Waldacks] „Galilee au College 
Romain" in den „Precis historiques", 2® serie tom. II, 1873, pag. 501 — 506.) 
Außer dem Opus geometricum existiert noch ein posthumes Werk des 
Gregorius: „Opus geometricum posthumum ad mesolabium per rationem pro- 
portionalium novas proprietates. Einem operis mors authoris antevertit". 
Gandavi, typis Balduini 1668, welches von Joachim Papebrochius heraus- 
gegeben wurde, wie ebenfalls von Bosmans ermittelt ist. 
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Das Studium der Kegelschnitte des Gregorius führt uns in die Zeit, 
wo analytische und reine Geometrie sich scharf voneinander abzugrenzen 
beginnen. Um uns zurecht zu finden, müssen wir einen historischen Über- 
blick über den Zusammenhang der Methoden und der Haupttheoreme in 
der Lehre von den Kegelschnitten vorausschicken, auf den wir bei unserer 
engeren Aufgabe das Verhältnis der Kegelschnitte des Gregorius zu den 
Büchern des Apollonius zu charakterisieren, für die einzelnen Kategorien 
von Problemen und Satzgruppen uns beziehen können. Es ist bekannt, wie 
die Geometrie die immer höher entwickelte algebraische Zeichensprache sich 
aneignete, und wie aus dieser Verbindung die analytische Geometrie unter 
den Händen von Fermat und Descartes entstand; wie diese Männer zu 
der Einsicht gelangten, daß die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
zwischen zwei Veränderlichen in Parallelkoordinaten gedeutet einen Kegel- 
schnitt, diejenige ersten Grades eine Gerade repräsentiert. Auf der andern 
Seite müssen wir uns den Ausspruch Mersennes in der „Harmonie univers- 
elle" über Pascal: „qui unica propositione 400 coroUarüs stipata omnia 
Apollonii conica comprehendit", klar zum Bewußtsein bringen. Inwiefern 
ist die Darstellung durch Parallelkoordinaten nur ein spezieller Fall der 
von Desargues und Pascal gefundenen Beziehungen zwischen sechs Punkten 
eines Kegelschnitts? Der im Theoreme von Desargues wieder aufgefundene 
Hauptgedanke des durch diese Namen bezeichneten, gewaltigen Fortschritts 
ist die Einsicht in die Äquivalenz eines Kegelschnitts mit einem System 
von zwei Geraden. Dieser Gedanke vermittelt die Anwendung der Trans- 
versalensätze in der Lehre von den Kegelschnitten. Archimed hat an einer 
Stelle einen speziellen Fall des Potenzsatzes, der ihm für die Kegelschnitte 
in der Form bekannt war, daß die Produkte der Abschnitte zweier paral- 
leler Chorden, welche durch eine dritte Sehne hervorgebracht werden, sich 
verhalten wie die zugehörigen Produkte der Abschnitte dieser letzteren 
Sehne, auf ein System von zwei sich schneidenden Geraden angewandt*) 
(die Erzeugenden eines Kreiskegels) und dadurch das „Durchmessersymptom" 
des Kegelschnitts abgeleitet. Ebenso verfahrt Desargues, wenn er im 
Satze bei Pappus VII, 130 zwei Schnittpunkte einer Transversale mit zwei 
Gegenseiten eines vollständigen Vierseits durch die Schnittpunkte eines 
Kegelschnittes, welcher durch die vier Eckpunkte des vollständigen Vier- 
seits hindurchgeht, ersetzt und nachweist, daß die Beziehung zwischen den 
Distanzen der sechs Schnittpunkte der Transversale mit den drei Paaren 
von Gegenseiteü sich durch diese Substitution nicht ändert. Seit Desargues 



*) Vgl. Zbuthibn, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, deutsch v. 
Fischer-Benzon, Kopenhagen 1886, pag. 52, 53 femer 417 und 418. 
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heißt diese Eelation zwischen sechs Punkten einer Geraden: „Involutioij^". 
Seinen schärfsten Ausdruck hinsichtlich der Äquivalenz der Kegelschnitte 
mit Systemen von zwei Geraden findet wohl der DESAROUEs'sche Satz in 
der Fassimg, daß eine Gerade (Transversale) drei Kegelschnitte, welche 
durch vier Punkte hindurchgehen, in sechs Punkten einer Involution 
schneidet. Wenden wir in *der untenstehenden Figur den DESARGUEs'schen 
Satz auf ein eingeschriehenes Trapez an, so führt die Ähnlichkeit der Drei- 
ecke zu dem Archimedes bekannten Potenzsatze. Desargues' Satz schlägt 
also die Brücke zwischen dem Satze des Pappus, VII, 130 und dieser 
spezielleren Form des Potenzsatzes. Wird aber die Transversale zum Durch- 
messer, welcher zu den beiden parallelen Seiten des eingeschriebenen Tra- 
pezes gehört, so geht der Potenzsatz in der genannten Form unmittelbar 
in die von Apollonius gebrauchte Darstellung der Kegelschnitte über. 
Damit sind wir aber zum gemeinsamen Ausgangspunkte der analytischen 
und projektiven Behandlung vorgedrungen und erkennen, wie viel allge- 
meinere Gesichtspunkte die letztere entwickelt; sie ist unabhängig von 
speziellen Linieo, wie den Durchmessern. 




Fig. 1. 

Desargues' Involutionsgleichung lautet: t) p r j^y ^ T)' r n' C ' ^^ 

Trapez aber liefert die Ähnlichkeit der Dreiecke jyjr, = jy^ nnd jy-p = fy^' 

. DB DB' DPDP^ , • 11 t:i 11 j n X X * 

also jy^ — jy^ == jy jy — jy^ > » dcr spezielle FaU des Potenzsatzes. 

Eine ebenso allgemeine Beziehung zwischen sechs Punkten eines Kegel- 
schnitts wie das DESARGUEs'sche Theorem gibt der berühmte unter dem Ein- 
fluß der Arbeiten von Desargues gefundene PASCAii'sche Satz, welcher aus- 
sagt, daß die Gegenseiten (1 und 4, 2 und 5, 3 und 6) eines einem Kegel- 
schnitt eingeschriebenen Sechsecks sich in drei Punkten schneiden, welche 
auf einer Geraden (die von Pascal „directrix" genannt wird) liegen. Der 
Satz wurde von Pascal 1640 in seinem „Essai pour les coniques" publi- 
ziert und zur Grundlage seines verschollenen, größeren Kegelschnittwerks 
gemacht. 
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Fig. 3. Das Hexagrammam myaticam Fa8CAI<b in seiner ursprünglichen Gestalt (nach dem von 
Gbhbhasdt yeröfifentlichten Quartblatt von Leibkiz* und Tschibnhausbns Hand). 

Unsere Figur läßt den Zusammenhang erkennen zwischen dem oben 
gegebenen Wortlaut und der Fassung, in welcher Mac-Laurtn den zen- 
tralen PASCAL'schen Satz selbständig wieder entdeckte (Pascals „Essai" 
war bis 1779 in weiteren Kreisen unbekannt, wo ihn Bossüt in seinen 
„Oeuvres de Pascal" wieder ans Licht zog). 




Pig. 3. Pascaxs Satz yom eingeschriebenen Sechseck (Thoerem von Mag-Laubin und Braiksnbidoe). 



Mac-Laurins Aussprache des Satzes lautet: „Wenn drei Seiten eines 
Dreiecks von variabler Form sich um drei feste Punkte drehen, während zwei 
Ecken des Dreiecks auf zwei festen Geraden gleiten, beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt." Statt sich um einen festen Punkt zu drehen, kann die der 
erzeugenden Ecke gegenüberliegende Seite des variablen Dreiecks auch auf 
einem primären Kegelschnitt gleiten, d. h. die bewegliche Tangente eines solchen 
darstellen, also, um in der Sprache der neueren Geometrie sich auszudrücken. 
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einen StrahlenbOschel ü. Ordnung bilden. Wir werden auf diesen allgemeineren 
Fall bei unserer Analyse von Gregoriub' Sätzen zurückkommen. Die 
Theoreme von Debargues nnd Pascal fttbren, wenn man den sechsten ^ 
Punkt sich auf der Kurve bewegen läßt, also zur Erzeugung der Kegel- 
schnitte durch projektive Büschel. Schon bei Cayalieri in dessen „Exer- 
citationes geomotriae sex" Bononiae 1647 findet sich ein Spezialfall einer 
solchen Entstehungs weise. Er verwendet zwei sich unter rechtem Winkel 
schneidende, feste Geraden, erhält auf ihnen durch Projektion aus einem 
unendlich fernen Punkte zwei Perspektive Punktreihen und projiziert diese 
durch zwei Büschel, deren Mittelpunkte auf den Schenkeln des rechten 
Winkels gelegen sind. Etwas allgemeiner faßte das Problem de Witt in 
seinen „Elementa, linearum curvarum" lib. I, und Newton in Lemma 20 
der „Prinzipien", Wir finden dort folgende Figur. 




Zu drei im Endlichen liegenden Büscheln gelangte, 
m Satz besprochen, Mäo-Laurüj, 



Übersicht aber die Hanpttheoreme in der Lehre vod den Eegelscbnitten. H 

Aber erst Braiken ridge in seiner ^sercitatio geometrica de descriptione 
lineamm curraruin", London 1733 gelangte zur vollen Allgemeinbeit in dem 
Satze: Drehen sich n Gerade um n feste Punkte und werden (« — l) von- 
einander unabhängige Schnittpunkte über feste Gerade geführt, so beschreiben 
die übrigen Schnittpnnkte Regelschnitte (oder gerade Linien, wenn drei 
Drehpunkte in einer Geraden liegen; letzterer Fall wird von Pappus aas 
Euklids Porismen zitiert). 

Werden zu derselben Geraden Perspektive Büschel um ihre Zentren 
gedreht, so kommt man zur „Descriptio organica" Newtons. Newton lliBt 
das eine Paar der Schenkel zweier konstanter Winkel sich auf einer Geraden 
schneiden, dann ist der Ort des andern Paares der beiden Winkelscbenkel 
ein Kegelschnitt. Man bat eigentlich vier Büschel vor sich. Die beiden mit 
demselben Mittelpunkt bestehen aus je einem Schenkel des einen Winkels und 
sind ursprünglich als inzident zu denken. Der Büschel A', der in perspektiver 
Lage identisch ist mit A, wird durch die Drehung projektiv zu A, ebenso 
S' durch die Drehung projektiv zu B, also, da A und B perspektiv sind, 
auch A' zu B' projektiv, und ihr Erzeugnis ein Eegelsohnitt. 



Auch das Problem der Alten: „Ad quatuor lineaß", welches sie nur 
für den Fall, daß zwei der Geraden parallel waren, vollständig zu lösen 
wußten, läßt sich auf den Satz von Dbsaboues reduzieren. ,;Der Ort zu 
vier Geraden" ist der geometrische Ort ftir die Punkte, deren Abstände 
X, y, e, u von vier geraden Linien der Gleichung genügen 
= Const, 
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Die Geraden rc « 0, ;? = und y — 0, w = sind die gegenüber- 
liegenden Seiten eines Vierecks. Die Abstände können nicbt nur senkrecht, 
sondern auf derselben Seite unter konstantem Winkel gemessen werden. 
Drückt man also die Segmente des DESARGUEs'schen Satzes als Funktionen 
dieser Abstände aus, so erhält man 

X ' z D J9 • D' jB sin a • Bin fi x - z' jB' 2> • JB' IX sin a • sin a ^ 

y • u CB • C B sin /? • sin y y u B' C - B" C sin ß - sin y 

und daraus folgt ^c^ »Vr "^ li'rWc''» ^^® 'Bedingungsgleichung Desar- 

GUEs' für die Involution der Punktepaare JB, B\ C, Ü und D, D'. Es 
ergibt sich der Satz: Wenn man aus einem Punkte jeines Kegelschnitts auf 
die Gegenseiten eines eingeschriebenen Vierecks Perpendikel fällt, so steht 
das Produkt letzterer für das eine Paar von Gegenseiten zum Produkt der 
Perpendikel auf das andere Paar der Gegenseiten in einem konstanten Ver- 
hältnis, wie auch der Punkt auf der Kurve gewählt sein mag. 




c jD jr 



Fig. 7. 

Erläuternd müssen wir noch bemerken, da wir nicht tiefer auf die 
Theorie der Involution und des Doppel Verhältnisses als zu weit in die pro- 
jektive Geometrie führend eingehen können, daß in der Definition der In- 
volution die benützten Gleichungen (l) und (3), sowie noch (2), als aus- 
einander hervorgehend, sich vertreten können. 

BB'BB' _I)'B'JD'B 
DC BC ~~ B'C'B'C 

CB CB" CB CB' 



1) 
2) 
3) 



CB'GB'^ CB'CB' 
BC'BCr B'CB'C 



BB'BB B'B B'B 



Nach unserer kurzen Orientierung über die Grundlagen der Lehl'e 
von den Kegelschnitten kehren vär zu Gregorius zurück. Der Gedanke von 
der Äquivalenz eines Systems von zwei Geraden mit einem Kegelschnitt 



Gregorius^ ^fProlegomena ad sectiones coni^^ 13 

im Bewußtsein der Zeit bringt es wohl mit sich, daß Gr£G0riu8 den 
Schnitten durch die Spitze des Kegels in den „Prolegomena ad sectiones 
coni'^ eine ausführlichere Behandlung zuteil werden läßt, als wir sie bei 
ApoLLONnis finden. Vorher aber gibt Gbegorius noch Auskunft über die 
Motive, welche ihn zu seinem Unternehmen überhaupt veranlassen. Schon 
weiter oben sind wir diesem wichtigen Punkte näher getreten. Wir 
wollen jetzt Gregorius selbst reden lassen. Er sagt: „Conicorum sectionum 
affectiones et accidentia indagaturi, alieno uonnihil ab antiquis consilio 
rem aggredimur: illi etenim proprietates, quas pluribus sectionibus commu- 
nes esse adverterunt, communi quoque demonstratione involverunt, nee 
immerito, exigente talem scribendi rationem ipso doctrinae tenore, ordine ac 
nitore: nos autem in alium scopum coUimantes, in gratiam eorum qui Geo- 
metriae afficiuntur, singillatim singulas explan are intendimus, quo faciliore 
methodo et minus confusa, tyrones ad conicarum speculationum contem- 
plationem invitentur et alliciantur. Nam ut recte Fredericus Commandinus*) 
ait, quod si aliqua pars est Matheseos, quae nostris incognita Philosophis, 
interpretationis lumen aliquod postulet, ea profecto est, quae de Conicis 
appellatur; quamquam enim a veteribus diligentur tractata sit, tamen eorum 
monumenta aut ad nos non pervenerunt, aut ita pervenerunt, ut vix propter 
vetustatis iniurias maximasque difficultates intelligantur; conabimur autem 
ita planas reddere^ quae prae manibus habemus conicas materias, ut vel 
leviter in Elementis Euclidis versati eas percipere queant sine ullo taedio, 
immo yero cum orexi ad ulteriora tendendi et has lucubrationes in Univer- 
sum extendendi; neque enim Geometriae seien tia terminis contineri potest, 
multoque minus exhauriri, cum abjssus sit vastissima, omnem Oceanum quo- 
rumcumque speculationum absorbens. Ordiemur itaque ab ipsius nominis 
notione, phaleris omissis, exponentes quid Coni nomenclatura et natura ex 
ipsius descriptione aut construendi ratione denotetur." 

Der von Gregorius eingeschlagene Weg, die einzelnen Kurvenarten 
getrennt zu behandeln, trägt sehr viel zum leichteren Verständnis bei, brachte 
aber den Nachteil mit sich, daß die einzelnen Bücher sehr umfangreich 
wurden. Er selbst ist sich dessen bewußt, wenn er in der „Praefatio^^ zum 
Opus geometricum schreibt: „librum de circulis, qui tertium hie locum ob- 



*) Gregorius benützte die Commandinusausgabe der vier ersten Bücher des 
Apolloniüs von 1566. Vgl. Bosmans ^^Doemnents inedits" Note (12). Bosmams hat 
das Handexemplar des Greoorius in der Kgl. Belgischen Bibliothek (Nr. 5005) 
wieder aufgefunden. Der Folioband trägt folgenden Vermerk: „Anno 1623 com- 
mutavi Hunc librum cum altero Apollonio venia Snperiorum „G. A. S. V. Socie- 
tatis Jesu Gandavi M 18.^^ Dann mit anderer Tinte, aber wieder von der Hand 
des Gkbgoriüs: „Soctis Jesu Lovanii^^ 
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tinet, tres praeterea conicorum praemisi, qui exinde suo ordine quartmn, 
quintum, sextumque conficiunt, quartum quidem de EUipsi, quia maiorem 
cum circulo oognationem habet, illi subiuDxi; quintum de Parabola, sextum 
denique de Hjperbola; copiosi sunt singuli quippe quibus naturam abstru- 
sam haotenus sectionum illarum, ab Apollonio fortasse studio involutam 
ita evolvo, ut a communis Geometriae perito^ nuUo Apollonh adminiculo 
intellegi possit." Dieser große Umfang — das Buch von der Ellipse 
zählt 206, das Buch von der Parabel gar 364, das Buch von der Hyper- 
bel 248 Sätze — hat wohl der weiteren Verbreitung von Gregorius' Kegel- 
schnitten wieder Eintrag getan; wie denn auch Dechales 1674 in seinem 
„Mundus mathematicus" vor der Wiedergabe zurückschreckte (vgl. Moritz 
Cantor, Vorlesungen Bd. III, pag. 17). 

Greoorius gibt in den Prolegomena zunächst die gebräuchliche Defini- 
tion von der Erzeugung der Eegelfläche. Aus der Definition ergibt sich, 
daß von jedem Punkte der Fläche nach dem Scheitel eine Gerade gezogen 
werden kann. Jede Gerade durch zwei Punkte der Fläche, welche nicht 
mit dem Seheitel in einer Geraden liegen, dringt unbegrenzt verlängert 
innerhalb der Fläche ein. Aus der Definition ergibt sich ferner als ein- 
leuchtend, daß jeder Schnitt durch die Spitze auf der begrenzten Kegel- 
fläche ein Dreieck erzeugt. Beweise hierfür hält Grbgorius für unnötig, 
man könne sie bei Apolloniüs nachlesen. Daß man • aber gerade einen 
Kreis als Basis wählt, geschieht mit vollem Bewußtsein. Gregorius kommt 
weiter unten noch einmal hierauf zurück (in dem Scholium pag. 237). Dort 
heißt es: „Priusquam huic discursui finem imponam, verbulo insinuandun^ 
mihi est cur axem coni determinent lineam a vertice coni ad circuli centrum 
demissam potius quam ad centrum Ellipseos („aut ad quam libet aliam e 
conicis" zu Anfang der Prolegomena), cum Ellipsis non minus centrum obti- 
neat quam circulus et secundum Ellipseos perimetrum a puncto in sublimi 
posito si circumagatur recta linea eandem prorsus conicam superficiem descrir 
bat quam si ab eodem puncto circa circuli eiusdem coni producti lineam 
circumduxeris. In promptu responsum est, neque enim filia matrem prae- 
cedit, gignitur quippe e cono Ellipsis. Insuper circuli propritates cum ex 
elementis supponantur omnibus notae, inserviunt recte et commode demon- 
strationibus propositionum, quae ex cono eruuntur: Ellipseos autem cum 
accidentia ignota sint, frustra ea adhiberetur ad theorematum aut problema- 
tum veritates manifestandas; potissima vero ratio mihi videtur quod EUipses 
in cono assignari queant sine numero inter se diversae ac pro singulis de- 
beret mutari axis coni; non enim iidem possunt esse axes e vertice coni 
ad circuli centrum cum axibus ab eodem vertice ad centra Ellipseon, 
varietas ergo haec inimica doctrinae ellipsin merito excludit, ne baseos 
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munere fungßretnr in oono; perfectior tarnen videtur cono Bcaleno reotuB, 
qni praeter unum axem alt«mm non admittit, uti conus scalenus, ex quo 
eapit« imperfectionem ezcludit." 

Letzterer Satz erseherat uhb überflüssig, aber der Hinweis auf die per- 
BpektiTische Beweisffltmng ist wieder charakteristisch für die Zeit, in welcher 
Desabgues und Pa«cal die perspektivischen Methoden so glücklich zur 
Geltung zu bringen wußten. Es folgen in den Prolegomena die Satze über 
das Achsendreieck. Prop. I besagt, daß das durch das Perpendikel (auf die 
Baaisebene aus der Kegelspitze gefUllt) gehende Achsendreieck am schiefen 
Kreiskegel die größte und die kleinste Seitenlinie ausschneidet. Dreht sich 
aber das Achsendreieck mn die ^ 

Achse, so umhQllt es in den 
Normalen, welche ans der Spitze 
auf die einzelne Grundlinie in der 
Basisebene gefüllt werden, einen 
neuen Kreiskegel , dessen Qrund- 
kreis die Verbindungsstrecke nach 
dem FuBpunkt des Perpendikels 
ans dem Zentrum des Grund- 
kreises des ursprünglichen Kegels 
zum Durchmesser besitzt. Das 
wird in den Sätzen 11, IV, V, VI 

eingehend dargetan mit unter- Pig. g, 

Scheidung der Falle, wo das Per- 
pendikel ans der Kegelspitze auf die Basisebene des primären Kegels 
innerbalh, aaf oder außerhalb der Peripherie des Gmndkreiaes fällt. Für 
den Beweis kommen die drei Fälle in Betracht, wo die Grundlinie des ein- 
zelnen Achsendreiecks den Grundkreis des umhüllten, sekundären Kegels 
schneidet, berührt oder in die Sjrametrieebene fällt, d. h. die betrachtete 
Normale identisch mit dem Perpendikel wird. 

In unserer Figur ist E das Zentrum des Orundkreises des primären, 
£ das Zentrum des Grundkreises des in den Normalen umhüllten, sekun- 
dären Kegels. 

unter allen Normalen ist die in die Kegelachse fallende die längste, 
die mit dem Perpendikel sich deckende die kürzeste. Mit Hilfe dieses 
Corollars wird in VII der Nachweis geführt, daß das inhaltskieinste Achsen- 
dreieck das durch das Perpendikel gehende (in der Symmetrieebene liegende), 
das inhaltsgröBte (VIII) dasjenige ist, dessen Schnittlinie mit der Basis- 
ebene auf derjenigen des kleinsten senkrecht ist. Denn Dreiecke mit 
gleicher Grandlinie verhalten sich wie die Höhen, abo das inb altekleinste 
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zum inhaltsgrößten wie das Perpendikel zu der Kegelachse. Das inhalts- 
größte Achsendreieck ist gleichschenklig. In Prop. IX wird die Aufgabe 
gelöst, ein Achsendreieck auszuschneiden, das zum inhaltskleinsten in einem 
gegebenen Verhältnis (das natürlich nicht größer sein darf, als das des 
inhaltsgrößten zum inhaltskleinsten Dreieck) steht. Das Verhältnis wird 
durch das zweier Strecken M:N dargestellt. Gregobius bestimmt das ver- 
langte Dreieck zunächst seiner Größe nach, indem er über der Kegelachse 
einen Halbkreis errichtet, und in diesen eine Strecke als Kathete einträgt, 
welche sich zum Kegelperpendikel verhält wie M:N, Die nach außen um 
den Radius des Grundkreises verlängerte andere Kathete liefert dann die 
Schnittlinie des verlangten Achsendreiecks mit der Basisebene. Die Lage- 
bestimmung des Schnitts wird so vorgenommen. In den Halbkreis über der 
durch erstere Konstruktion erhaltenen Normale des geforderten Dreiecks 
wird das Kegelperpendikel als Kathete eingetragen. Die andere Kathete 
liefert dann die Projektion der Normale in der Basisebene.' Wir geben die 
Figuren des Gregorius mit seinen Bezeichnungen wieder Eine Vergleichung 
der Strecken mit denen der räumlichen Skizze läßt die Schritte des Gregorius 
leicht übersehen. 




Fig. 9. 

1. HG^AR, 2. UJ^AF, 3. HOiHJ^MiN, 4. OK^^SY und 
HL = AT, HK =AV weil GL == GK --- ET ^ EV = r ex. constr., end- 
lich PQ^^HO^' A8 und PB = HJ^AF, also ASiAF^MiN. 

Wir haben noch den schönen Satz HI nachzuholen von der Konstanz 
der Summe der Quadrate der Seitenlinien der Achsendreiecke. Man kann 
sich denselben leicht verifizieren. Die Seitenlinien seien s und s^ für ein 
beliebiges Axendreieck, die Normale auf die Grundlinie desselben aus der 
Kegelspitze sei /;, und die Kegelachse für den Augenblick mit d^ der Radius 
des Grundkreises mit r bezeichnet, die Projektion der Kegelachse mit x auf 
die Grundlinie des einzelnen Achsendreiecks, dann ist 
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und 
also 
aber 
also 



5« = (r + xy + h^ 
s^^ = (r - xf + h^ 




V2(r*+dJ') 



Pig. 10. 



5*+ V=2r^+2(x*+A*); 
X» + Ä* = d*; 
. ^ + 5i« « 2(r« + d?) = Const. 

Gregobius veranschaulicht sich dieses Resultat graphisch, indem er die 
Seitenlinien als Katheten in einen Halbkreis einträgt. 

Die Katheten AD und DC haben die 
resp. Längen des in die Sjmmetrieebene 
fallenden, inhaltskleinsten Achsendreiecks; 
und die Katheten der Dreiecke, deren Spitzen 
auf dem Bogen BD liegen, geben die Seiten- 
linien der Folge sämtlicher Achsendreiecke. 

Daß aber keines der Achsendreiecke 
eines schiefen Kreiskegels an der Spitze einen 
rechten Winkel besitzen kann, wird sogleich 

mit Hilfe des Satzes von der Konstanz der Summe der Quadrate über den 
Seitenlinien in Prop. X gezeigt. Denn wäre ein solches vorhanden, dann 
wäre auch die Sunmie der Quadrate seiner Seitenlinien dem Quadrate 
des Durchmessers des Grundkreises gleich; da dieser Durchmesser aber die 
konstante Grundlinie für sämtliche Achsendreiecke bildet, so wäre in allen 
Achsendreiecken die Summe der Quadrate der Seitenlinien dem Quadrat der 
Grundlinie gleich, der Winkel also in allen Achsendreiecken an der Spitze 
ein rechter und folglich der Kegel ein gerader d. h. Umdrehungskegel. 

An die Sätze über das Achsendreieck schließen sich Sätze an über die 
Schnitte, welche durch die Spitze, aber nicht durch die Kegelachse hin- 
durchgehen. Wir finden in XI und Xu den Satz, daß in einem spitz- oder 
rechtwinkligen Umdrehungskegel jedes Dreieck, das durch eine Ebene durch 
die Kegelspitze ausgeschnitten wird, an Inhalt kleiner ist als das Achsen- 
dreieck. Der Beweis wird auf die Bemerkung gegründet, daß in jedem 
spitz- oder rechtwinkligen Umdrehungskegel die Kegelachse größer bzw. 
gleich dem Badius des Grundkreises sein muß. Dann wird das zu dem 
beliebigen Schnitte durch die Spitze bez. der Grundlinie parallele Achsendreieck 
zum Beweise verwendet. Die Normale aus dem Zentrum des Grundkreises 
auf die Seitenlinie fällt aber im Achsendreieck mehr gegen den Grundkreis 
oder höchstens in den Mittelpunkt der Seitenlinie. Im andern Dreieck aber 
fällt die Normale aus dem Mittelpunkt der Schnittlinie mit der Basisebene 
auf die Seitenlinie noch mehr gegen den Grundkreis, wie sich aus der 
weiteren Entfernung der Schnittlinie in der Basisebene und mit Hilfe der 
Sätze vom rechtwinkligen Dreieck dartun läßt. Die Normale (Höhe) auf 
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die Seitenlinie ist also im Achsendreieck größer und das Achsendreieck in- 
haltsgrößer als jeder andere Dreieckschnitt. Prop. XIII löst die Aufgabe, ein 
Dreieck am Umdrehungskegel auszuschneiden, welches zum Achsendreieck 
in gegebenem Inhaltsverhältnis steht. Die aus dem Zentmm des Grund- 
kreises auf die Seitenlinie gefällte Normale sei DJ, das gegebene Verhält- 
nis K:L, Macht man nun I>J:M^=K:L und teilt die Seitenlinie so, 
daß BN'NE^M^^ NO^, so ist die Kathete des rechtwinkligen Drei- 
ecks BEO, BO größer als die Kathete BD im rechtwinkligen BDE, 
welches die größere Höhe DJ besitzt. Diese Kathete BD ist aber mit der 
Kegelachse identisch; andererseits ist die Kathete BO kleiner als die Seiten- 
linie BE (Hypotenuse). Man kann also BO 
von der Kegelspitze aus gegen den auf der 
Durchmessergrundlinie des Achsendreiecks senk- 
rechten Durchmesser des Grundkreises hin ab- 
tragen. Da endlich Dreieck BGF recht- 
winklig ist, so ist auch GF ^ EO und Drei- 
eck BGF das verlangte. 

Prop. XIV der Prolegomena sagt aus, daß 
die Normalen auf die Grundlinien der nicht 
durch die Achse, wohl aber durch die Kegel- 
spitze gehenden Dreieckschnitte, deren Schnitt- 
linien mit der Basis durch einen und den- 
selben Punkt gehen (also die Dreieckschnitte 
eines Ebenenbüschels, dessen Achse nicht mit 
der Kegelachse zusanmienfiLUt) einen Kegel erzeugen, dessen Grundkreis 
die Strecke zwischen dem Zentrum der Basis des ursprünglichen Kreises 
und dem Durch stoßungspunkt der Achse des Ebenenbüschels zum Durch- 
messer besitzt. Der Beweis wird so geführt: Verbindet man einen Punkt 
des sekundären Grundkreises mit dem Zentrum des primären und dem 
Durchstoßungspunkt der Achse des Ebenenbüschels, so ist der Winkel 
im Halbkreis ein Rechter. Wenn aber ein Durchmesser des (ursprüng- 
lichen) Kreises (die eine Kathete) senkrecht ist zu einer Sehne (die 
andere Kathete, die Grundlinie des Dreiecks des Büschels), so hälftet er 
diese Sehne. Das Dreieck des Büschels ist aber wegen des geschnittenen 
Umdrehungskegels gleichschenklig, also ist die Verbindungslinie des Mittel- 
punkts der Grundlinie, welcher auf dem sekundären Kreise („circellum") 
angenommen wurde, nach der Kegelspitze die Normale zur Grundlinie des 
aus dem Büschel herausgegriffenen Dreiecks. 

Die Aufgabe in XV spezialisiert die in XIII enger: Man soll einen 
Dreieckschnitt an einem Kieiskegel durch die Spitze bestimmen, der zum 




Fig. 11. 
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Achsendreieek ein gegebenes Inhaltsyerhältnis besitzt und durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, der in der Basisebene angenonunen wird. 

In dem nun folgenden längeren Scholium gibt Gregorius einen histo- 
rischen Überblick über die Nomenklatur und deren Entstehungsweise für 
die verschiedenen Kegelschnitte bei den Geometern vor Apollonius. Er 
setzt auseinander, wie diese die Parabel als Schnitt senkrecht zur Seiten- 
linie des Achsendreiecks eines rechtwinkligen, die Ellipse durch eine Schnitt- 
ebene senkrecht zum Achsendreieck eines spitzwinkligen, die Hyperbel end- 
lich durch einen Schnitt senkrecht zum Achsendreieck eines stumpfwinkligen 
Kegels und zwar eines Umdrehungskegels hervorgebracht haben; wie sie 
also den Winkel an der Spitze des 
Kegels variieren mußten, wenn sie andere 
Schnitte derselben Art haben wollten. 
Wie dann Apollonius die Schnitte an 
jedem Kegel durch eine Ebene senkrecht 
zu einem Achsendreieck zu erzeugen 
lehrte, und diese Schnitte dieselben 
seien, wie die von den „Alten" auf ihre 
Weise gefundenen, werde im Laufe 
seiner, des Gregorius Darstellung sich 
ergeben. (Vgl. für die Geschichte der 
Kegelschnitte vor Apollonius Zbuthen, 
„Die Kegelschnitte im Altertnm^^ Ein- 
undzwanzigster Abschnitt.) 

Prop. XVI lehrt, daß jeder Schnitt 
parallel zur Basisebene an jedem Kreiskegel wieder ein Kreis ist. Den 
Beweis des Gregorius geben wir an der Figur wieder. 

Wegen des Parallelismus der Ebenen FED und CJB hat man 
ME AM AN NK . , ME HG , M E^ HG* 




Flg. 12. 



HG^^^TL^ TJ ^^^ permutando ^.^ = ^j also .^,^. - ^j, , 

"!# t'« HH HC* 
femer HG^ = BH HC und LJ^ ^ BL LC also yx^.^ßLLr^ 

jyj^ ' -j^^ (weil aus denselben Verhältnissen zusammengesetzt). Es ist aber 

DM AM ME ^ , UM BH . j. „ „^ , ^, , , ^^^ j, 

BS- AH = HG '^ permutando ^^, = ^^,, aber BH= HG t^so DM = MK 

und DM^ = DM MF = MF? also auch NK^ = DS-XF. Da aber DF 
und BC^ ebenso GH und EM parallel und GH ±. BC ex con-str., so wird 
auch EM±DF, Ebenso wird gezeigt, daß auch KX ^ DF Lst. Also 
ist der Schnitt EKDF ein Kreis, weil die Quadrate der Norma^n den 
Bechtecken aus den Abschnitten des Durchmessers gleich »ind. 

2* 




20 Einleitung. 

In Prop. XVII wird die zweite Reihe von Kreisschnitten am schiefen 
Kreiskegel ermittelt, welche nach der Ansicht des Gregorius den Geometern 
vor Apollonius unbekannt war, weü sie sich nur am schiefen Kreiskegel 
findet. Legt man die Ebene, welche das kleinste Achsendreieck (die 
Symmetrieebene!) ausschneidet, und senkrecht zu dieser eine Schnittebene, 
welche mit der einen Seitenlinie des kleinsten Achsendreiecks denselben 

Winkel einschließt, wie die andere Seiten- 
linie mit der Basisebene, so erhält man 
einen Kreisschnitt, den sogenannten Wech- 
selschnitt (sectio subcontraria), den Apollo- 
Nius I, 5 behandelt. ¥vüc den Beweis ver- 
weisen wir wieder auf die Figur. 

Die Durchschnittslinien JM und EL 
sind ex constr. senkrecht zum »kleinsten 
Achsendreieck, also auch senkrecht zur 
Fig. 13. Linie DC. Die beiden Dreiecke DHJ und 

JKC sind aber ex constr. ähnlich, denn 
^ A CD = DIU =ÄBC'^ also liegen die Punkte H^B^K, C auf einem Kreise; 
ebenso wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke die Punkte F^ D^ G^ C auf einem 
andern Kreise; also ist HJ JK == DJ - JG, femer FEEG ^ BEEC, 
also JM^ = DJJC und EL^ = DE EG und folglich ist die Schnittfigur 
ein Kreis mit dem Durchmesser DG. 

Daß ein schiefer Kr^kegel zwei Achsen besitze, weist Gregorius im 
Einklang mit seiner Definition der Kegelachse in Prop. XVIII nach. Er 
versteht imter der zweiten Kegelachse die Verbindungslinie des Zentrums 
des Wechselschnitts mit der Kegelspitze. Diaß diese aber nicht mit der 
analogen Verbindungslinie für den Grundkreis identisch ist, läßt sich leicht 
so zeigen: Die Verbindungslinie der Zentren des Grundkreises und des 
Wechselschnitts sei parallel einer Seitenlinie des kleinsten Achsendreiecks 
(in der Symmetrieebene). Wären also die beiden Kegelachsen identisch, 
dann würde auch diese Verbindungslinie der Zentren mit ihnen koinzidieren 
und zwei Parallelen würden sich schneiden. Man muß die Kegelachsen, 
wie sie Gregorius definiert, unterscheiden von den Hauptachsen der Kegel- 
fläche, von diesen liegt bekanntlich die erste in der Symmetrieebene und 
halbiert durch die Kegelspitze gehend den Winkel der beiden „zyklischen" 
Ebenen, die zweite ist senkrecht zur ersten Hauptachse und bildet die 
Schnittlinie der ersten und zweiten Symmetrieebene, die dritte Hauptachse 
endlich liegt ganz außerhalb der Kegelfläche und steht durch die Spitze 
gehend senkrecht zur ersten und zweiten Hauptachse, also auch zur ersten 
Symmetrieebene. Die Kegelachsen bei Gregorius sind identisch mit den 
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Polstrahlen der „zyklischen" Ebenen der neueren Geometrie, d. h. der Ebenen, 
welche die beiden Beihen von Kreisschnitten am schiefen Ereiskegel ent- 
halten. 

Zu Anfang der „Prolegomena" sagt Gregorius, daß diese ähnliche 
Sätze enthalten, wie das 11. Buch des Serenus („von Antinoeia" *)) über 
den Schnitt des Kegels. Es sei aber schon zwanzig Jahre her, daß er 
diesen Schriftsteller gelesen; man möge ihn also nicht des Plagiats be- 
schuldigen. Jedenfalls scheinen uns Gregorius' Sätze über die Dreiecks- 
schnitte durch die Spitze des Kegels besser begründet zu sein als die von 
Thomas White (Ricardus Albius Anglus) in seinem 1648 erschienenen 
„Hemisphftrium dissectum" aufgestellten. (Vgl. Moritz Cantor Vorlesungen 
Bd. n, pag. 891.) 

*) Vgl. Mobitz Cantob in ^«Verhandlungen des III. internationalen Mathema- 
tikerkongresses zu Heidelberg^* 1904, pag. 499. 



Das Bacb von der Ellipse. 

Wir gelangen in unserer Analyse zum Buch von der Ellipse. Dasselbe 
ist in sechs Teile geteilt. Uher den Inhalt des I., der uns zunächst be- 
schäftigt, äußert sich Gregorius im „Argumentum": „EUipsis proprietates 
illiusque naturam methodice proposituri rem totam in sex partes dividere 
placuit. Ac prima quidem e cono sectionem educit affectionesque illius 
essentiales, dein accidentales reliquis necessarias et fundamentales." Dem 
ganzen Buche voraus schickt Gregorius acht Präliminardefinitionen, 1. des 
Durchmessers und der beiden Achsen, 2. der Ordinate, 3. des Zentrums als 
des Pimktes, in dem jeder Durchmesser halbiert wird, 4. der konjugierten 
Durchmesser, 5. des latus rectum: „latus rectum voco lineam, iuxta quam 
possunt ordinatim. ad diametrum applicatae, sive latus rectum est mensura 
iuxta quam comparantur potentiae linearum ordinatim ad diametrum posi- 
tarum." Gregorius trägt aber das latus rectum nicht senkrecht zum Durch- 
messer auf, sondern in der Richtung der Ordinaten, also mehr als Ordinaten- 
achse im Sinne der analytischen Geometrie, eine Neuerung Apollonius 
gegenüber, die er ausdrücklich hervorhebt. Unter 6. wird die Figur definiert 
als Rechteck, d. h. als Produkt aus latus rectum und dem zugehörigen 
Durchmesser, dem latus transversum, unter 7. die Brennpunkte, welche als 
„poli seu foci", von Apollonius „puncta ex comparatione facta" genannt, 
eingeführt werden, und welche die Achse so teilen, daß das Rechteck aus 
den von einem Brennpunkt verursachten Teilstrecken dem vierten Teil der 
„Figur" gleich wird. Die 8. Definition ist nochmals die des schon be- 
sprochenen Wechselschnitts, aber diesesmal unabhängig von der Synmaetrie- 
ebene, als des Schnittes, der auf einem beliebigen Achsendreieck durch die 
Schnittlinie seiner Ebene mit der des Achsendreiecks ein Dreieck ab- 
schneidet, das letzterem ähnlich ist, doch so, daß der Winkel der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen mit der einen Seitenlinie des Dreiecks (also des 
Achsendreiecks) dem Winkel der andern Seitenlinie mit der Grundlinie des 
Achsendreiecks in der Basisebene gleich wird. Die eigentlichen Sätze be- 
ginnen damit, daß in I für einen geraden, in 11 für einen schiefen Kreis- 
kegel nachgewiesen wird, daß ein Schnitt, welcher der Basis nicht parallel 
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und am schiefen Kreiskegel auch kein Wechselschnitt ist, kein Kreis sein 
kanu [Apollonius I, 9]*). Da Gregorius die einzelnen Kegelschnitte 
getrennt behandelt, so muß er den Satz, daß jede Sehne des Kegels, welche 
parallel ist der Senkrechten zur Grundlinie eines beliebigen Achsendreiecks, 
von diesem halbiert wird [Ap. I, 6] in jedem der drei Bücher anfuhren. 
Wir finden ihn hier als Propositio III. Der Beweis wird mit Beziehung 
auf XVI der „Prolegomena" geführt, mit Hilfe des Kreises, welchen die zur 
Basisebene parallele Hilfsebene durch die betrachtete Sehne ausschneidet. 
Im CoroUar zeigt Gregorius unter Verweisung auf seine Präliminardefinition 
1., daß also die Schnittlinie einer Ebene, deren Spur in der Basisebene 
senkrecht ist zur Grundlinie eines Achsendreiecks, mit diesem Achsendreieck 
der Durchmesser wird der entstehenden Schnittfigur, während die in der 
Schnittebene zur Spur in der Basisebene parallel gezogenen Sehnen das 
System der zugehörigen Ordinaten darstellen. Wir haben hier den Grund 
dafür, warum Apollonius und die Geometer nach ihm zur Darstellung der 
Schnitte immer eine Ebene verwandten, deren Spur auf der Grundlinie eines 
beliebigen, aber als gegeben betrachteten Achsendreiecks normal ist. Viel 
verständlicher wird die Sache, wenn man eine ganz beliebige Schnittebene 
annimmt und das Achsendreieck, welches doch als Hilfsmittel bei der Unter- 
suchung verwandt wird, so legt, daß seine Grundlinie senkrecht wird zu der 
Spur der angenommenen Schnittebene in der Ebene des Grundkreises, was 
ja immer möglich ist. Doch fahren wir in der Betrachtung der Sätze bei 
Gregorius fort! In Prop. IV gelangt Gregorius zu der Form der Ellipsen- 
gleichung 

y^ x{a — X) 

t/' * x{a — x') 

(Zeuthen hat dafür die Bezeichnung 
, JDurchmessersym ptom" vorgeschlagen, 
weil er annimmt, daß sie schon Archi- 
MEDES bekannt war.) Zum Beweise 
werden durch die Fußpunkte der Ordi- 
naten y und y die (zur Basisebene 
parallelen) Kreisschnitte geführt, so daß 
y und y' als Ordinaten dieser Kreise 
erscheinen. Mit Anwendung der ent- 
stehenden, ähnlichen Dreiecke erhält man 

Fig. 14. 




*) Wir bezeichnen in Zukunft die Parallelstellen bei Apollonius mit [Ap.], die 
lateinische Bezeichnung gibt hier das Buch, die deutsche den Satz an, während 
Gbegobius wie im Originale mit römischen Zahlen genannt wird. 
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> = ^f^r-. und — — 7 == -ETTr ; aber, da auch Oiff • MT^y^ und fi^ö • SH=i/\ 

^^ ^^^^ X (a-^x) OMMP _ vi 

x'' (a — a;') ^ HQSH y*' 

Setzt man y = -- und o;' = — , so wird die Konstante des Durch- 
messersjmptoms der Ellipse bestimmt; es folgt 

/ - — r- = -^ als Gl. der Ellipse. 

(a — ayjX a^ ^ 

Beim Kreise wird b ^ a^ also die Konstante = 1, also y^ = x(a — x)y 
die Scheitelgleichung des Kreises. Diese Verhältnisse sucht Gregorius in 
einem längeren Scholium klar zu machen. Er wendet umgekehrt die De- 
finitionsgleichung der Ellipse auch an, um zu zeigen, daß die Achsen in 
der Ellipse ungleich sein müssen und, indem er über der großen Achse 

einen Kreis zeichnet, schließt er aus der Beziehung -^ = -77 ^ == ^V* , 

' ^ y ^ x{a —X) y^ *' 

daß die Kreisordinaten y^ sich verhalten wie die EUipsenordinaten derselben 
Abszisse, d. h. daß die Kreisordinaten in konstantem Verhältnis vergrößert 
oder verkleinert sind gegen den EUipsenordinaten. Prop. V lehrt eiuen 
Durchmesser zu konstruieren; in Prop. VI wird das Ellipsenzentrum be- 
stimmt, in Prop. Vn bewiesen, daß jede Sehne durch das Zentrum in diesem 
halbiert wird, Prop. Vin sagt aus, daß ein Durchmesser, welcher zum 
System der Ordinaten eines andern gehört, das System der zum letzteren 
parallelen Sehnen halbiert, also der zum ersteren konjugierte Durchmesser 
ist; daraufhin wird in IX der zu einem gegebenen konjugierte Durchmesser 
konstruiert, im CoroUar durch einen gegebenen Punkt eine Ordinate an 
einen gegebenen Durchmesser geführt. Den Satz IX stützt Grbgorius auf 

die Tatsache, daß a; • a?i < \—^ — ^) ein Maximum wird für x =^ x^. Da 

t/ X ' X 

aber ^ = -, -^ (wo x^ unsere frühere Bezeichnung (a — x) vertritt), so 

ist die dem Zentrum näher gelegene Ordinate die größere. In Prop. Xl 
wird die wichtige Aufgabe gelöst, das latus rectum der Achse einer Ellipse 

1/* X Cb ■""• X 

zu bestimmen. Man mache a:h = h:p und ersetze in der Gl. 4-. = — • > , 

■^ y ^ X a — X ^ 

;) durch das ihm gleiche Verhältnis -^rj^ der Ordinaten 

bis zur Hilfslinie hin, welche die Endpunkte von a und p verbindet. Wird 
femer y = -^ und x' = -- gesetzt, so folgt: 





2 ö 




wvr M. 


v^^gv» 








b^ 


x{a — 


X) 


oder 


x{a — 


X) 
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a 



Da aber h^ = ap angenommen ist, so folgt 

— -J? r == — oder y* = üa; — — j;*, 

die ApoUonische Form der Scheitelgl. der Ellipse. 

Die Beweisfohrong des Gregorius 
, ^^ GM^ BH HB ., HB HJ 
lautet: ec^-be^EB'^^^'^'"^EB^WK 

ist, so erhält man durch Einsetzimg dieses 

GH* BH'HJ ^ 

-EC'^BEEK '^^'^ P^'^" 

. 1 . , , Btj ' ES. B H • HJ 
mutando invertendo: — ^^7^= — == — ^ ._-, — : 

EC^ GH^ 

aber A(? ^h^ und femer BF- BD = ap; 



Verhältnisses 



also EC^=^== EK' EB =^ 

4 4 



weil 




EK^^, also auch HG^ =^y^ ^ BHHJ, wo BH^x und ir/=- 

P f 7} , 

p a;; denn — = — , weil die beiden Rechtecke die Diagonale gemein 

haben. 

Ausgesprochen wird die Apollonische Scheitelgleichung: ^^HG\i/] potest 
spatium, quod ipsi BE adjacet latitudinem habens HB[x] deficiens ab 
HBF rectangulo |j?a;] simili figurae [d. h. dem Rechteck BF-BB^^ap^ 

rectangulo*' [nämlich —x-x^^ also ist nach Definition 6) BF das latus 

rectum. Im Corollar ergibt das latus rectum von h, p\ mit den drei 

andern Größen zusammen die stetige Proportion: == >,= — » so daß die 

Konstruktion der Ellipse von der Ermittlung zweier mittleren Proportionalen 
abhängt, wenn die latera recta der großen und der kleinen Achse ge- 
geben sind. 

Prop. XII verallgemeinert die Aufgabe: Das latus rectum eines be- 
liebigen Durchmessers wird verlangt. Man konstruiere den konjugierten, 
welcher mittlere Proportionale wird zwischen dem gegebenen und dem ver- 
langten latus rectum. Gregorius legt, wie schon bemerkt, das latus rectum 
in der Ordinatenrichtung im Durchmesserscheitel an und operiert mit Rhom- 
ben und Rhomboiden. Wenn aber Rhombus JH dem Rhomboid JH'HB 
in demselben <^ a gleich ist, dann ist auch hier wieder JH^ = JH- HB 

j T_ T_^ j • j m JH'JH JH- JH- cos a . , 

und umgekehrt; denn m der Gl. jjj—^^ = jjt jt-d *^1^* J^ ^®^ 



cosa 



Cosinus heraus. Gregorius weist also hier nach, daß die Scheitelgleichung 
der EUipse bezogen auf ein beliebiges Paar konjugierter Durchmesser die- 
selbe Form hat wie für die Achsen, indem er das latus rectum definiert 
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durch die Gl. fe'^ == d 'g\ und es im Gegensatz zu den antiken Geometern 
unter demselben Winkel im Scheitel des zugehörigen Durchmessers anlegt, 
wie die Ordinaten ihn mit diesem Durchmesser machen. Ein entschiedener 
Fortschritt auf dem Gebiete der analytischen Geometrie! Daß aber eine 
Gerade, im Scheitel unter dem Ordinaten winkel gezogen, Tangente der 
Ellipse in diesem Punkte ist, wird im nächsten Satze, Prop. XIII, ent- 
wickelt. Anschließend wird in XIV die Aufgabe der Tangentenziehung in 
einem gegebenen Punkte gelöst. Das Zentrum wird bestimmt, mit dem ge- 
gebenen Punkte verbunden, zu dem verbindenden Durchmesser der konju- 
gierte konstruiert und eine Parallele zu diesem im gegebenen Punkte ge- 
zogen. Prop. XV zieht die Folgerung aus den vorhergehenden Sätzen, daß 
die Ellipsentangenten in den Endpunkten eines Durchmessers einander 
parallel sind. Satz XVI besagt, daß die Tangente im Endpunkt einer 
Ordinate mit dem zur Ordinate gehörigen Durchmesser außerhalb der Ellipse 
zusammentriflFfc. Wenn zwei Durchmesser auf einer Tangfente < vom Be- 
rührungspunkt aus gerechnet gleiche Stücke abschneiden, so i^t die Ver- 
bindungssehne der Scheitel der Durchmesser parallel der Tangente, ist der 
Inhalt von Prop. XVII. Die Symmetrie der Ellipse in bezug auf die Achsen 
findet ihren Ausdruck in Prop. XVIII, indem ein einem gegebenen an Länge 
gleicher Durchmesser durch Antragen des Winkels des gegebenen mit der 
Achse nach deren anderer Seite gefunden wird. Satz XIX behauptet, daß 
die Verbindungssehnen der Endpunkte zweier beliebiger Durchmesser ein 
Parallelogramm ergeben. Werden also in den Endpunkten eines beliebigen 
Durchmessers zwei parallele Sehnen gezogen, so sind dieselben auch gleich 
lang, besagt Prop. XX. Die Sehnen aber, welche die Endpunkte zweier 
ungleich langer Ellipsensehnen kreuzweise verbinden, schneiden sich auf dem 
zu den parallelen Sehnen gehörigen Durchmesser, Prop. XXI. Die üm- 
kehrung enthält Prop. XX 11. Daß die Verbindungslinie des Halbierungs- 
punkts der einen der parallelen 
Sehnen mit dem Schnittpunkt 
der sich kreuzenden Verbind- 
ungslinien der Endpunkte auch 
die andere parallele Sehne hal- 
biert, wird in Prop. XXIII ge- 
zeigt. Einer metrischen Relation 
begegnen wir in Prop. XXIV: 
Wenn man die Endpunkte 
des einen von zwei beliebigen 
Durchmessern mit einem Punkte des zur Verbindungslinie der Endpunkte 
der beiden Durchmesser gehörigen (dritten) Durchmessers verbindet, so 




Fig. 16. 
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teilen die verbindenden Sekanten die Durchmesser so, daß die Produkte 
der Abschnitte sich verhalten wie die bez. Quadrate der beiden Durch- 
messer. Den Beweis der Relation lassen wir folgen. 

Zunächst wird nachgewiesen, daß CB und JH parallel sind; daraus 

ergibt sich die Ähnlichkeit der Dreiecke ÜEB und JEH und es wird: 

CE EB , . ^ . . CE CA ^,^EH CA . , 

^^ = ^j , aber mvertendo, da ^^ = j^ß ^ folgt ^j = ^-g und componendo 

CE+EH CA ^ , . . ^...^CA — CHHA CA , 

EB + EJ '^ DB ' ^^^^ ^"^^ ^^^^^^ dividendo j^ ^^^ -^j-pB"^^ 

durch Multiplikation der beiden Gleichheiten ^-^ = Yf-ö ^°^ 'iTj "^ tijö » 

CH H A _ CA^ 

BJ JB "~ BB^ ^' ®* 

Wenn aber umgekehrt diese Proportion statt hat, so muß auch JH 
parallel OB sein, Prop. XXV. Der nächste Satz, Prop. XXVI, sagt: Zieht 
man von einem Punkte eines Diurchmessers Sekanten nach den Endpunkten 
einer zugehörigen Ordinate, so sind die 

durch die Sekanten auf einer andern zu- ---^ 

gehörigen Ordinate verursachten Abschnitte ^£ y^ 

zwischen Sekanten und Ellipse gleich lang. ^z^^*^^ ■ Z~C^^^^^^\ 

Diese äußeren Abschnitte sind, wie in /y^ ^^'g^^^^^ fy 

Satz XXVII gezeigt wird, auch gleich, wenn j^j/ Jf^ 

man sie durch die Verbindungssehnen zweier V ^^ 

anderer Ordinaten desselben Ordinaten- ^^^ -^^^^^ 

Systems hervorbringt. Durch zwei solche Fig. 17. 

Verbindungssehnen paralleler Sehnen aber 

werden auch zwei Durchmesser nach den Endpunkten einer dritten zu dem- 
selben System gehörigen Ordinate proportional geteilt, Prop. XXVIII. 

Beweis: ^^ = ^^ und -^-j^ = tt^, da aber EN= MF und KG = GL^ 

so folgt aus der Gleichheit t-i^ = y> r die weitere ^^ = -j-n ^- ®- d. 

Mit Prop. XXIX beginnen Eigenschaften der harmonischen Teüung. 
Es wird zunächst gezeigt, eine parallele Strecke zum vierten Strahl zwischen 
dem ersten und dritten Strahl wird durch den zweiten halbiert, angewandt 
auf das System bestehend aus einer Ellipsentangente, Ordinate im Be- 
rührungspunkt und den Strahlen aus dem Berührungspunkt nach den Schnitt- 
punkten des zur Berührungsordinate gehörigen Durchmessers mit der Ellipse. 

Der Satz wird ohne jede Voraussetzung harmonischer Eigenschaften 
ausgesprochen und so bewiesen: FH ist ex hyp. parallel zm AC\ da ^IX 
und LC von demselben Punkte L des zu AC gehörigen Durchmessers aus- 
gehen, so ist auch EK parallel zu AC, Ferner sind OB und OH Durch- 
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messer, da diese aber nach einem früheren Satze in Q und P proportional 
geteilt werden, so ist auch QP parallel zu ÄC. ÄE ist aber ex hyp. in Q 

halbiert als Ordinate zu OD, folg- 
lich ist auch CK in P halbiert, 
also ist OK Ordinate zu ÄH und 
als solche der Tangente im Scheitel, 
also ÄD parallel, folglich ist 
CMFÄ ein Parallelogranmi und 
FM^^ÄG. Aber auch BH ist 
gleich ÄC als parallele Sehnen 
in den Endpunkten ein und des- 
selben Durchmessers; also ist 
FM = BH und nach Subtraktion 
von BM wird FB =- MB-, da aber MB ^BG, so wird auch BG -= FB 
q. e. d. 

Erst in Prop. XXX wird direkt ausgesprochen, daß ein beliebiger Durch- 
messer durch den Schnittpunkt einer Tangente und den Schnittpunkt mit 

der zugehörigen Ordinate im Berührungspunkt harmonisch geteilt wird. 

AC CO 
Der Beweis wird auf den vorhergehenden Satz begründet. Es ist -^^ = ^-U , 

AC CD 




Fig. 18. 



da aber BF = BG imd femer 



FB^ BD 



... . .CQ CD - 

so ergibt sich -^^ — ^-^^ q. e. d. 

Zur wirklichen Konstruk- 
tion einer Tangente erscheint 
der Satz, wenn außerhalb der 
Punkt D gegeben ist, in Pro- 
pos. XXXI verwendet. 

Der Satz XXXII, daß die 
halbe Entfernung zweier zuge- 
ordneter Punkte mittlere Pro- 
portionale ist zwischen den 
Entfernungen der beiden andern 
zugeordneten Punkte vom Hal- 
bierungsp linkt der Entfernung 
der beiden ersteren, wird ausdrücklich als Eigentum des Apollonius be- 
zeichnet: „Est Apollonij", und so bewiesen: 

Es wird über dem Ellipsendurchmesser ein Halbkreis errichtet und im 
Eußpunkt der Ellipsenordinate die Kreisordinate. Da aber auch für den 

Kreis der vorige Satz Geltung besitzt und für den Kreis schon der zu be- 

W T^ Ä 

weisende Satz bewiesen wurde, so gilt auch ^-j = j,^ für die Ellipse, da 
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der Durchmesser und seine Teilpunkte ja gemeinsam sind. Also eine Art 
perspektivischer Beweisführung, d. h. diese Eigenschaft der harmonischen 
Teilung wird vom Kreise auf die Ellipse übertragen. In Prop. XXXTTT 
wird weiter geschlossen, daß Tangenten an einen Kreis über der Achse einer 
Ellipse und an die Ellipse in den bez. Endpunkten derselben Ordinate zur 
Achse denselben Schnittpunkt mit der Achse besitzen. In Prop. XXXIV: 
Zwei Tangentei; in den Endpunkten einer Ordinate kreuzen sich in dem- 
selben Punkte des zugehörigen Durchmessers, weil ja der dem Schnittpunkt 
der Berührungsordinate zugeordnete harmonische Punkt des Durchmessers 
eindeutig bestimmt ist. Prop. XXXV bringt die ümkehrung des Satzes: 
Die Berührungssehne zweier Tangenten ist Ordinate des durch ihren Kreuzungs- 
punkt gehenden Durchmessers. Die Gleichheit der durch zwei Tangenten, 
die Durchmesser nach den Berührungspunkten und den zur Berührungssehne 
gehörigen Durchmesser gebildeten Dreiecke wird in Prop. XXXVI konstatiert. 
Daß zwei Parallelen zu den Tangenten in den Endpunkten zweier Durch- 
messer, gezogen durch die andern Endpunkte derselben Durchmesser, sich 
ebenfalls in einem Punkte des zur Berührungssehne gehörigen Durchmessers 
kreuzen, finden wir in Prop. XXXVII entwickelt. Der Beweis stützt sich 
auf den Parallelismus 

und die Gleichheit der C 

Ellipsensehnen, welche im 
Endpunkt ein und des- 
selben Durchmessers ge- 
zogen sind. Der Durch- 
messer, der zur Berüh- 
rungssehne gehört , ist 
also dem einen Paar der 
Seiten des Parallelo- 
gramms , welches durch 

Verbindung der Endpunkte der beiden ersteren Durchmesser entsteht, 
parallel, und es entsteht je ein Parallelogramm zwischen den Tangenten, 
dem Durchmesser zur Berührungssehne und jenem Paare paralleler Seiten. 
Der Abschnitt des Durchmessers zwischen dem Kreuzungspunkt der Tan- 
genten und dem Schnittpunkt der ihnen Parallelen ist also den beiden 
Parallelogranmien gemeinsam, d. h. die Parallelen zu den Tangenten schneiden 
sich in einem und demselben Punkte des zur Berührungssehne gehörigen 
Durchmessers. 

In Prop. XXXVIII finden wir eine Flächengleichheit von Dreiecken 
ausgesprochen. Wenn man in den Endpunkten von zwei Durchmessern die 
Tangenten zieht, so sind drei Paare von Dreiecken einander gleich l) die 
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des Satzes XXXVI ACF^AFB, 2) ÄCF und ABG und 3) CBF und 
BGE. J)& BC in H halbiert ist, so ist Dreieck ACH = Dreieck ABH 
und Dreieck FHC = FHB, also auch die Summen Dreieck AFC = Drei- 
eck FAB. Auch die unter 2) behauptete Gleichheit wird durch Zerlegung 
in je zwei gleiche Dreiecke (zwischen den Parallelen FO und CD gelegen 
sind die Dreiecke ACH und ^D «7 inhaltsgleich) bewiesen. Die Gleichheit der 

beiden andern für 2) in Betracht kommenden Summanden erhellt aus der Pro- 

_^. AH AK , AH* AK AH . AJ AL ^ AJ* AJ AL 
portion^-^. = ^^oder^^,==^,.^^und^^^ = ^-^oder-^-^, = 2^.^j^; 

aber AH^ AJ und AK= AL^ also -j^, ^ at ^^^ ^olgl. -r^ ^ a f"^ f*olgl. 

subtrahendo HF =^ JG und Dreieck HFC = JBG; also sind auch die 

Summen ^OJ^ und ^DG^ einander gleich, 
und aus den Gleichheiten HCF = FHB 
und GJD^JGE folgt die unter 3) be- 
hauptete Gleichheit ohne weiteres. 

Der folgende Satz XXXIX stellt fest, 
daß eine Tangente im andern Endpunkt 
der Berührungssehne einer ersteren Tan- 
gente, welche parallel gezogen wurde der 
Verbindimgslinie der Endpunkte zweier 
paralleler Ellipsensehnen, auch der Ver- 
bindungslinie der andern Endpunkte der 
Fig. 21. beiden Ellipsensehnen parallel ist, wenn 

die Berührungssehne zu demselben Ordi- 
natensystem gehört wie die beiden parallelen Ellipsensehnen. 

Wir kommen zum Schlüsse des ersten Teils des Buchs von der Ellipse. 
In XL wird noch bewiesen, daß ein Kreis über einer Achse die Ellipse 
einschließend nur in den Scheiteln berühren kann. Der Beweis wird mit 
Hilfe des „Durchmessersymptoms" geführt: Eine weitere gemeinsame Ordinate 
wäre ja als Kreisordinate gleich dem Rechteck aus den Abschnitten des 
Durchmessers, was die Gleichheit der Ellipsenachsen zur Folge hätte q. e. d. 
Ein Kreis aber um das Ellipsenzentrum, der die Ellipse schneidet, trifft sie 
in vier und nur vier Punkten, Prop. XLI. Der Beweis wird durch den 
Nachweis der Gleichheit der zwischen den Durchmessern und den Ordinaten 
aus den Schnittpunkten entstehenden Dreiecke geführt. 

Blicken wir zurück, so heben sich im ersten Teile des Buchs von der Ellipse 
als besonders wichtig die Sätze IV [Ap. I, 21], welcher das „Durchmesser- 
symptom": Die Quadrate der Ordinaten verhalten sich wie die Rechtecke der 
durch sie bewirkten Abschnitte des zugehörigen Durchmessers, ableitet, sodann 
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Prop. XI und XII [Ap. I, 13], die Scheitelgleichung der Ellipse für die Achsen 
und einen beliebigen Durchmesser, sowie die Gruppe der Sätze XXIX — XXXIV 
[Ap. I, 34, 36 n. 37], die harmonischen Eigenschaften einführend, hervor. 

Der zweite Teil des Buchs von der Ellipse behandelt Segmente und 
Sektoren: „De sectoribus et segmentis Ellipseos". Prop. XLII ermittelt das 
größte einem Segmente eingeschriebene Dreieck als dasjenige, welches durch 
Verbindung der Endpunkte der bespannenden Sehne mit dem Scheitel des 
zugehörigen Durchmessers entsteht. Sein Größenverhältnis zum Segment 
wird in Prop. XLIII imtersucht: Das größte eingeschriebene Dreieck ist für 
jedes Segment, welches nicht größer ist als die Halbellipse, größer als die 
Hälfte des Segments, denn es ist die Hälfte des Parallelogramms, welches 
gebildet wird durch die Tangente im Scheitel des Durchmessers und die 
Parallelen zum Durchmesser in den Endpunkten der bespannenden Sehne, 
und dieses Parallelogramm ist größer als das Segment. Wenn aber dem 
Segmente über der einen Seite des größten eingeschriebenen Dreiecks wieder 
das größte Dreieck eingeschrieben, und durch die Spitze eine Parallele zur 
bespannenden Sehne des ursprünglichen Segments geführt wird, so ist deren 
Schnittpunkt mit der Ellipse die Spitze des größten eingeschriebenen Drei- 
ecks im Segment über der andern Seite des dem ursprünglichen Segmente 
eingeschriebenen größten Dreiecks, Prop. XLIV. 
Im Corollar: Diese beiden sekundären einge- 
schriebenen Dreiecke sind inhaltsgleich. Die 
Gleichheit der Segmente über den Seiten des 
einem Segment eingeschriebenen größten Drei- 
ecks wird durch eine Exhaustion in Prop. XLV. 
dargetan. Werden auf beiden Seiten noch die 
Hälften des größten eingeschriebenen Dreiecks 
hinzugenommen und die Gleichheit auch auf 
die so entstehenden Figuren auf der andern 

Seite der bespannenden Sehne ausgedehnt, so ergibt sich, daß eine Ellipse 
von jedem ihrer Durchmesser halbiert wird. Eine hübsche Anwendung 
enthält Prop. XLVI: Durch jedes Paar konjugierter Durchmesser wird die 
Ellipse in vier gleiche Quadranten geteilt und umgekehrt. 

Beweis: Es seien AB und CI) zwei konjugierte Durchmesser; dann 
ist AB Ordinate zu CD, also sind die Sektoren AEC und CEB, und 
AED und BEB gleich; aber aus demselben Grunde auch AEC = AED\ 
also sind alle vier Quadranten gleich. Daraus wird im Corollar die Folge- 
rung gezogen, daß jeder Sektor zwischen einem Paare konjugierter Durch- 
messer jedem Sektor zwischen jeder andern Konjugation von Durchmessern 
derselben Ellipse inhaltsgleich ist. Durch Reduktion auf diesen Satz wird 
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die Gleichheit je zweier Scheitelsektoren zwischen beliebigen Durchmessern 
bewiesen in Prop. XLVII. Die Aufgabe, einen einem gegebenen gleichen, 
anliegenden Sektor abzuschneiden, wird in XLVIII gelöst, indem man aus 
dem Endpunkt des einen Semidiameters die Ordinate zum andern begren- 
zenden Semidiameter zieht und den andern Endpunkt dieser Ordinate mit 
dem Ellipsenzentrum verbindet. In Prop. XLIX wird bewiesen, daß die 
Segmente über den Verbindungssehnen der Endpunkte der zwei einander 
anliegende gleiche Sektoren begrenzenden Semidiameter inhaltsgleich sind 
und umgekehrt. Der Beweis ist indirekt. Prop. L besagt: Die Halbierungs- 
linie der Sehne, welche die Endpunkte zweier einen Sektor begrenzender 
Halbdiameter verbindet, halbiert auch den Sektor. Daß die Segmente über 
den nicht parallelen Seiten eines einer Ellipse eingeschriebenen Trapezes 
inhaltsgleich sind, finden wir in Prop. LI bewiesen. Zum Beweis wird 
Prop. XLV verwendet; auch der Zusammenhang mit XLV (der Gleichheit 
der Segmente über den Seiten des größten eingeschriebenen Dreiecks) da- 
durch erklärt, daß eine Seite von den parallelen des eingeschriebenen Tra- 
pezes unendlich klein wird, diese Seite also in die Richtung der Tangente 
fällt. Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich sofort in LII die Lösung der 
Aufgabe: Von einem auf der Ellipsenperipherie gegebenen Punkte aus ein 

einem gegebenen inhaltsgleiches Segment 
abzuschneiden. Das verlangte Segment wird 
bestimmt durch die zur Verbindungslinie des 
einen Endpunkts der das gegebene Segment 
bespannenden Sehne mit dem gegebenen Punkte 
parallele Sehne im andern Endpunkt der 
bespannenden Sehne. Ein bemerkenswerter 
Satz ist wieder LHI: Die Halbdiameter nach 
Fig. 23. den Mittelpunkten zweier Sehnen, welche 

gleiche Segmente bespannen, werden durch 
diese Sehnen proportional geteilt und umgekehrt: Die durch zwei Punkte, 
in welchen je ein beliebiger Halbmesser geteilt ist wie ein anderer, gehen- 
den zugehörigen Ordinatensehnen bespannen gleiche Ellipsensegmente. 

Beweis: Da. AB in 6r und DE in H halbiert sind, so hat man 

jr^ = ^^; ^Iso ist HG parallel zu EBj welche nach Voraussetzung der 

gleichen Segmente BCÄ und BFE auch parallel zu DJ. ist. Da. JC 
der zxL AB und JF der zn BE gehörige Durchmesser ist, so wird Sektor 
CAG^BCG und DFH =^ FEH. Da aber die ganzen Segmente BCA 
imd BFE ex hyp. gleich sind, so sind es auch die halben, also Sektor 
CAG =^ BFH. Aber als größte gleichen Segmenten eingeschriebene Drei- 
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Fig. 24. 



ecke sind ÄCB und DFE gleich, also auch deren Hälften ACG = DFH 
und folglich sind die Segmente DF und CA gleich und deshalh FC 

O C V TT 

parallel DA, also auch GH^ und endlich ebendeshalb 77-^=* wy q- e. d. 

Derselbe Satz in etwas anderem Wort- 
laut kehrt in Prop. LIV wieder und zwar für 
konjugierte Durchmesser spezialisiert. Aus dem 
Satze wird in LV gefolgert, daß die Parallelo- 
gramme inhaltsgleich sind, welche man erhält, 
wenn man aus den Endpunkten einer Sehne, 
welche selbst parallel ist der Verbindungslinie 
der Scheitel eines Paares konjugierter Duftjh- 
messer, Ordinaten zu je beiden konjugierten 
Durchmessern fuhrt. Die Gleichheit dieser 

Parallelogramme EHJJB und GDAB vorausgesetzt, wird in LVI erschlossen, 
daß Sektor EBB der Figur EJFBKE flächengleich ist. 

Beweis: Dreieck DBF = BEJ als Hälften der gleichen Parallelo- 
gramme, durch Subtraktion von BLJ und Addition von ELDK auf beiden 
Seiten folgt Sektor EBDK== Figur EJFDKE, 

Der Hauptsatz LIII wird in LVII zur Lösung der Aufgabe verwendet, 
ein einem gegebenen inhaltsgleiches Ellipsensegment abzuschneiden, dessen 
bespannende Sehne einer gegebenen Ellipsen- 
sehne parallel ist. Man teilt natürlich den 
Halbmesser, der zur gegebenen Sehne gehört, 
in demselben Verhältnis, wie der zur Sehne 
des gegebenen Segments gehörige durch diese 
geteilt wird, und legt durch den Teilpunkt 
eine Parallele zur gegebenen Ellipsensehne. 
Deren Sehnenabschnitt wird bespannende Sehne 
des verlangten Segments. In Prop. LIX wird 
verlangt, einer Ellipse ein reguläres Sechs- 
eck einzuschreiben. Werden die Halbdiameter eines von zwei konjugierten 
Durchmessern wieder halbiert und durch die Teilpunkte die zum Durchmesser 
gehörigen Ordinatensehnen gelegt und deren Endpunkte verbunden, so ist die 
Aufgabe gelöst; wie in LVIII bewiesen wird, schneiden die Verbindungs- 
sehnen der Endpunkte, also die Seiten des entstehenden Sechsecks gleiche 
Segmente ab und folglich wird dieses regulär. Der Beweis wird mit Hilfe 
des „Durchmessersymptoms" der Ellipse, der Gleichheit von Scheitelsektoren 
und des Satzes von der Gleichheit der Segmeute über den nicht parallelen 

Seiten eines eingeschriebenen Trapezes geführt, indem sukzessive die Segmente 

3 




34 1^16 Kegel schnitte des Gregobius a St. Yincentio. 

über den Seiten des Sechsecks als einander gleich nachgewiesen werden, 
und zwar zuerst, daß Segment 11==' V und 111= F7, sodann daß 11= IV, 
ferner 111= V und endlich I = IV wird, damit schließt sich aber der 
Zyklus und es wird Segment I = II = III = IV = 7 = VI Daß die 
Gleichheit zweier Segmente auch die der sie enthaltenden Mittelpunkts- 
sektoren bedingt und umgekehrt, wird in Prop. LX so bewiesen: Die Gleich- 
heit der Segmente bedingt die Gleichheit der größten eingeschriebenen Drei- 
ecke. Da aber nach dem Hauptsatz LIII die nach den Mittelpunkten der 
bespannenden Sehnen gezogenen Halbmesser durch diese proportional geteilt 
werden, so verhält sich das dem einen der gleichen Segmente eingeschriebene 
größte Dreieck zu seinem Kerndreieck, wie das dem andern der gleichen 
Segmente eingeschriebene größte Dreieck zum zugehörigen Kerndreieck. Aus 

der Gleichheit der größten eingeschriebenen 

j^ ^ Dreiecke folgt permutando die Gleichheit 

_ .^*^*v\ >/'^\ ^ der Kerndreiecke und damit die der Mittel- 

"7/ leicht die Aufgabe lösen, einen einem ge- 

^/ gebenen gleichen Mittelpunktssektor zu be- 

stimmen. Prop. LXI erweitert LIII dahin, 
— daß nicht nur die (neuen) Durchmesser, 

Fig. 26. sondern auch die bespannenden Sehnen 

untereinander proportional geteilt werden, 
wenn man in gleichen Sektoren zwei (je einen) neue Halbmesser so zieht, 
daß sie mit je einem der begrenzenden Diameter neue gleiche Teil- 
sektoren bilden. 

Beweis: Da sowohl die Sektoren CG AB und DHEB als gleich an- 
genommen, wie auch die Sektoren GAB und BHB ex. constr. gleich ge- 
macht wurden, so sind auch die Sektoren HEB und CGB inhaltsgleich; 
also auch Kemdreieck AGB dem Kerndreieck BHB und Kerndreieck GBC 

dem Kemdreieck HBE gleich, folglich aj^ttt> = Ä77 7? V ^^^^ permutando 

AGB BHB , .., 1 . . n ^r • ^^^ ^^ ji X. 

-p-TT/y = WtTf ' ^ ^^ gleicher Grundlmie f^rop "^ rr *^ ebenso 

TfjfV^^ f^'* also auch l) ^^==y^. Aus der Gleichheit der Trapeze 

ABGC und DB EH zusammengehalten mit der aus der Gleichheit der 
Sektoren QGAB und DHEB sich ergebenden Gleichheit der Kerndreiecke 
ABC und DBE folgt aber auch die Gleichheit der Dreiecke AGC und 

DHE, also auch 2) ^^ = y^ • 

Prop. LXII schließt unter denselben Bedingungen aus Gl. 2) des 
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vorigen Satzes auf die Gleichheit der Sektoren ABG und DBH^ ist also 
die Umkehrung. 

Im folgenden Satze Prop. LXIH kommt ein wichtiger Umstand zur 
Geltung. Man darf wohl aus der Gleichheit zweier Segmente die Gleich- 
heit der zugehörigen Kemdreiecke, aber niemals aus der Gleichheit der 
Kemdreiecke zweier Sektoren auf die Gleichheit der Segmente und damit 
der Sektoren schließen wollen. Erst wenn zur Gleichheit von zwei Kem- 
dreiecken auch noch die Bedingung tritt, daß die nach den Mittelpunkten 
der dem Ellipsenmittelpunkt gegenüberliegenden Seiten der Kemdreiecke 
gezogenen Halbdiameter von diesen Seiten proportional geteilt werden, darf 
man die Gleichheit der Sektoren folgern. Nach LXIV läßt sich also aus 
der Größe des Verhältnisses des Abschnitts zwischen Ellipsenmittelpunkt 
und gegenüberliegender Seite des Kemdrei- 

ecks auf dem Halbdiameter nach dem Mittel- äL^:^^^^^-^-^^^^^ — Xi^ 

punkt dieser Seite zum ganzen Semidiameter a^-\. -y/-J---ykß 

die Größe des Sektors einem andern Sektor /7 ^^^^^^^^^^s^y!^^--^!^ / j 

gegenüber bestimmen; denn dieses Verhältnis / / ^^-^^'^^x / / / 
ist umgekehrt proportional der Größe des \\ ^^^ \/^x^ 

Sektors; denn degeneriert das Kerndreieck ^^^^^^^^^^^-^""^ 

in einen Durchmesser, so wird der zugehörige p. 2^ 

Sektor zur Halbellipse. Einen schönen Satz 

beweist Gregorius unter LXV: Die Summe zweier ungleicher Ellipsen- 
sektoren, deren Kerndreiecke aber flächengleich sind, ist der Halbellipsen- 
fläche gleich. 

Beweis: ACB und EBB seien zwei in den Kerndreiecken gleiche, 
sonst aber ungleiche Ellipsensektoren, EBB sei der größere Sektor, also 
das Segment ED größer als das Segment AG. Man kann also von E 
aus ein Segment EG abschneiden, welches gleich Segment AC ist, also ist 
Sektor EGB dem Sektor ACB^ Kerndreieck GBE dem Kerndreieck ABC^ 
dieses aber ex hyp. dem Kerndreieck DBE gleich. Verlängert man aber 
den Durchmesser BE und zieht durch G eine Parallele zu FE^ so wird 
auch Segment BF^EG^ AC, also Sektor BEB = Sektor EGB = 
Sektor ACB. Die Summe der Sektoren AGB -f EBB ist also die Halb- 
ellipsenfläche. Sind aber die Sektoren in den Kerndreiecken gleich, ihre Summe 
aber größer oder kleiner als die Halbellipsenfläche, so sind die Sektoren auch in 
den Segmenten gleich, fährt Prop. LXVI fort; denn wären sie in den Kern- 
dreiecken gleich, ihre Summe aber gleichder Halbellipsenfläche, so wären die 
Sektoren im übrigen ungleich, was gegen die Voraussetzung wäre. Eine- 
Anwendung des Satzes von der Gleichheit der Sektoren zwischen zwei 

Paaren konjugierter Halbdiameter ist Prop. LXVli. Es wird hier nach- 

3* 



36 



Die Kegelschnitte des Gregokiub a St. Vinckntio. 




Pig.28. 



gewiesen, daß der Sektor, dessen Verbindungssehne der Endpunkte der be- 
grenzenden Halbdiameter eine beliebige Sehne 
aus dem Endpunkt eines von zwei konjugierten 
Durchmessern wird, den doppelten Inhalt besitzt, 
wie der Sektor, der von dem andern der kon- 
jugierten Halbdiameter und einem zu jener be- 
liebig angenommenen Verbindungssehne paralle- 
len Halbdiameter begrenzt wird. In Prop. LXVIII 
werden drei einander anliegende gleiche Sek- 
toren angenommen. 

Es ist BF=I)E=>GC', denn HC =DH 
und da Sektor CEÄ = Sektor DJ5 -4, so ist auch Segment CE^^ Segment D^, 
also DE parallel BC und ^GGH^^EBH, aber auch ^aHC = 
^ EHB, also DE = 6r q. e. d. Genau so weist man nach, daß BF == DE, 

also BF==DE=^GC q. e. d. Es ergibt sich femer leicht, daß EC und DJ 

„, . ^ , ÄJ ÄG , AJ AAGJ , AG AACG . 
parallel sind; also ^c^^ ÄE^^^^'äC"^ ÄÄCG ^^^ ÄE=^ÄÄEC *'^^^- 

AAGJ : AACG = AACG : 
t^AEC, wie Prop. LXIX aus- 
führt. Der Schlußsatz des 
zweiten Teils des Buchs von 
der Ellipse ist identisch mit 
der Form des Flächensatzes 
bei Apollonius HI, 1: Zwei 
Tangenten einer Ellipse bilden 
mit den nach ihren Berührungs- 
punkten gezogenen Halbmessern 
gleichflächige Dreiecke. 
Beweis: EK ist Ordinate zu AF, also parallel der Tangente -FC, also 

die Dreiecke AEK und ACE ähnlich, also verhalten sie sich wie die 

Quadrate homologer Seiten d. h. wie AK^ zu AF^. Da aber nach Prop. XXXII 

AK _ AF 

AF~~ AB 

AAEK AAEK 




Fig. 29. 



AK A K^ 
also . Vi = -i-T=Mri so verhalten sich die Dreiecke auch wie AK 
AB Ar^ ^ 



,„ ^ AK AAEK , 
zu AB'^ aber^^ = . . ^ ^ . also 



und deshalb: 



AB AAEB' ^^ AACF AAEB 
AACF= AAEB q. e. d. 
Im dritten Teil des Buchs von der Ellipse, von dessen Inhalt die 
Überschrift: „Considerat axium ac diametrorum conjugatarum tam aequalium 
quam inaequalium proprietates" schon einige Auskunft gibt, werden wir 
vielen Sätzen aus Apollonius' Vn. Buche begegnen. Für die Beurteilung, 
inwieweit sie Eigentum oder wenigstens selbständig von Gregorius wieder 
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aufgefunden wurden, müssen wir, uns auf die Einleitung beziehend, daran 
erinnern, daß zur Zeit der Abfassung und selbst der Drucklegung des 
„Opus geometricum" nur die vier ersten Bücher des Apollonius bekannt 
waren. Aber auch rein innerlich betrachtet wird in der Verschiedenheit 
der zur Begründung hervorragender Sätze eingeschlagenen Wege diese Un- 
abhängigkeit sich bemerkbar machen. Prop. LXXI sagt: Unter den Längen 
sämtlicher Durchmesser sind die Achsen das Maximum und das Minimum 
[Ap. VII, 24]. Zum Beweise werden 
über der großen und der kleinen 
Achse um das Ellipsenzentrum Kreise 
konstruiert und die Wahrheit des 
Satzes aufgezeigt; ebenso mit Hilfe 
eines Kreises um das Zentrum, welcher 
die Ellipse in vier Punkten schneidet, 
daß der. Durchmesser größer ist, 
welcher mit der großen Achse den 
kleineren Winkel einschließt oder mit 
ihr zusanMnen den kleineren Sektor 
begrenzt. Unter LXXII treffen wir 

den wichtigen Satz von der Konstanz der Fläche zwischen konjugierten 
Durchmessern (Konstanz der umgeschriebenen Parallelogramme) eingeordnet 
[Ap. VII, 31]. 

Zum Beweise zieht man durch die Endpunkte der konjugierten Durch- 
messer F und G die Tangenten, welche sich in H schneiden. Die Tan- 
genten in den Endpunkten der großen und der kleinen Achse sollen sich 
in M schneiden. Auch im andern Endpunkt der kleinen Achse wird die 
Tangente gelegt, welche den konjugierten Durchmesser in P trifft. Das 
aus dem einen konjugierten Durchmesser und der ihm parallelen Tan- 
gente KO gebildete Parallelogramm ENOK wird durch die Diago- 
nale EO halbiert. Die dieser anliegenden beiden Dreiecke sind nach 
Prop. XXXVIII einander gleich; also sind es auch die beiden übrigen Drei- 
ecke EBN und EG K-^ außerdem sind die Dreiecke ECL und EAP ein- 
ander gleich, und letzteres gleich dem Dreieck EJF nach Prop. LXX; also 

hat man . Tpr,T = a t^-d-kj' Femer sind die Dreiecke EGK und EJF 

einander ähnlich, ebenso ECL ähnlich ENB\ da ähnliche Dreiecke sich 

EN^ EK^ 
verhalten wie die Quadrate homologer Seiten , so hat man y., y-g = 

EN EK . •/ . 

oder wy = j^' Daraus schließt Gregorius wieder die Ähnlichkeit der 

Dreiecke JFE^ EKG und JHK, sowie diejenige der Dreiecke GEL^ EBN 
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und LMN untereinander. Und so wird ^s>. t T i=r^r^ = t tiv^tTt ; da aber 

ECL -\- EBN LMN^ 

der Zähler links dem Nenner gleich ist, so wird auch JKH = LMN] durch 
Subtraktion von {EBN + EGL) auf der einen und dem ihm gleichen 
Bestandteil {EGK-^- EJF) auf der andern Seite resultiert endlich die Gleich- 
heit Parallelogramm EFHG == Rechteck EBMC q. e. d. In. Prop. LXXIH 
wird weiter die Konstanz des durch Verbindung der Endpunkte eines be- 
liebigen Paares konjugierter Durchmesser entstehenden eingeschriebenen 
Parallelogramms erschlossen. Der Beweis reduziert sich auf den vorigen, 
denn diese Figuren sind die Hälften der im vorigen Satze betrachteten um- 
geschriebenen Parallelogramme. Mit Prop. LXXIV beginnt eine Gruppe 
von Sätzen, welche dem Gregorius eigentümlich ist, und welche als Hüfs- 
sätze für den Beweis des Satzes der Konstanz der Summe der Quadrate 
konjugierter Durchmesser bezeichnet werden könnte. Satz LXXIV sagt aus: 
Wenn man zwei konjugierte Durchmesser (spezieller die Achsen) proportional 
teilt und in den Teilpunkten die Ordinaten errichtet, so ist das Quadrat der 
zum einen Durchmesser gehörigen Ordinate dem Eechteck aus "den Teil- 
strecken des ändern gleich. Seien x und (a — x) die Teilstrecken des einen, 
y die zugehörige Ordinate, y und (b — y) die Teilstrecken des andern der kon- 
jugierten Durchmesser und x' die zugehörige Ordinate, dann sei y^ = y{b — y'^ 

ist. — Das „Durchmesser- 



und 



X ^ => ia — x)x. wenn = =— ^ — 7 



y 



syptom" angewandt auf beide Achsen Hefert: 



y 



X 



8 



a 



= IT, also 



y*_ _ _ y Q> — y') . 

x{a — x) x^ ' 



x{a — 0?) a* y (6 — y) b 

wenn y^=^y(b — y) wird, so ist auch x^ = x{a — x). Die Bedingung 

dafür, daß ^^ = — [ic(a — x)] = y\b — y) wird, ist also in der GL — = -^ = 

^—7 ^~{ enthalten. Links steht ein Quadrat, also muß auch die rechte 

X'{a — x) ^ ' 

t/' (b y') 

Seite in zwei gleiche Faktoren zerspalten werden, d. h. es muß - =» -. —: 

-y 



X 



oder 



a — X 

X 



y 



y 



sein. Der zweite denkbare Fall 



y 



er- 




Fig. 31, 



a — X X 

klärt sich aus Symmetriegründen, weil noch 
eine zweite Ordinate y im Abstand x vom 
andern Scheitel der großen Achse vorhanden 
ist. Ersetzt man y{b — y) durch das ihm 
gleiche y^ und x{a — x) durch a?'*, so folgt 

-^ = -j, die Behauptung von Prop. LXXV. 

X CL 

Prop. LXXVI steUt eine glückliche 
Verbindung her zwischen dem Satze LXXTV 
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und den Paaren konjugierter Durchmesser. Wenn man nämlich aus je 
einem Endpunkt der konjugierten Durchmesser eines t^aares zu je einem 
Durchmesser eines anderen Paares die zugehörigen Ordinaten zieht, dann 
gilt für dieses zweite Paar Prop. LXXIV, d. h. diese letzteren beiden 
konjugierten Durchmesser sind durch die aus den Endpunkten des ersteren 
Paares gefällten zugehörigen Ordinaten proportional geteilt. Beweis: Sektor 
EGL = Sektor BCL-^ nach Subtraktion des gemeinsamen Sektors BGL 
folgt Sektor EBL ^ Sektor GCL, also auch Dreieck EBL = GLC. 
Die bezeichneten Winkel sind für beliebige konjugierte Durchmesser einander 
gleich, also kann man die Strecken EJ und GK mit dem cosinus desselben 
multipliziert an Stelle der Höhen verwenden. In inhaltsgleichen Dreiecken 

verhalten sich aber diie Höhen umgekehrt wie die zugehörigen Grundlinien, 
, BL KG ^ BU KG^ ^ BL^ B D^ , ^ BD^ KG^ 

*^«^ LC^" Ej''''^i:^ = -EJ^^^^'^^''LC'-^JC^'^ ^^^^ ^^^^ AC^ = -EJ^ 
und folglich sind BD und AG in J und K proportional geteilt. So ge- 
rüstet ist es Gregoriüs ein Leichtes in Prop. LXXVII den Hauptsatz von 
der Konstanz der Summe der Quadrate über konjugierten Durchmessern*) 

vollends zu gewinnen; denn {—\ == (^ ~~ ^) + (^ — ^)^ uiid ("^) = 

KG^ 
{I - y)' + (&_^jO^'; da nun [| ~ y]' + KG' ^ LG' ^ @' und 

EJ' 
~ — a; j + EJ'= ZJE? = (- j , da man die Anordnung der Summanden 
in der Summe beliebig ändern kann, so ergibt sich 

e)"+©'-[s-')'+^'"]+[(i-/T+'^«-]-^«'+^^= 

^ oder a' + l'^ a' + b'' q. e. d. 



©■+©' 



Daß die Summe der Quadrate der 
Achsen aber auch gleich ist der Summe der 
Quadrate über den Verbindungslinien ihrer End- 
punkte mit dem Endpunkt der zugehörigen Or- 
dinaten in Punkten, welche die Achsen propor- 
tional teilen, wird in Prop. LXXIX bewiesen. 

Beweis: ÄB'=^ÄI? + EB'+2AE'EB, 



■•-K^ 



2 FH' 
ferner auch CD' = CF' + FD' + 2CF - FD, sodann: 

2EG' 




*) Bei Apolloniüs VII, 12 u. 30. Vgl. für diesen wichtigen und versteckt 
liegenden Satz Moritz Cantor, Vorlesungen I, pag. 327 
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ÄG^ ^ ÄJE? + EG^ 
GB^ - EB^ + EG^ 

HJD^ = FD^ + FH^ 




Fig. 33. 



also: ÄG^+GB^+CH^+H1)^^ÄE^+EB^+2EG^+CF^+FL^+2FH^ 
oder ^G^HG^JB^+C^^H^i)'« ^^* + CD^ = a« + 5« q. e. d. 

Ein Analogen zum Satz LXXVII von der Konstanz der Summe der 

Quadrate über konjugierten Durchmessern ist 
Prop. LXXX, welcher aussagt, daß auch die 
Summe der Quadrate über den Verbindungs- 
linien der Endpunkte konjugierter Durchmesser 
eine Konstante ist. 

Beweis: BC^ + CD^ = 2BJ^ + 2I(? 
und EIP = {EJ - xY + Ä^ ifJ^ = 
{EJ + xf + h^; aber 2a:» + 2Ä» =- 2JH^, 
also EH^ + HF^=2EJ^ + 2JH^, nach dem 
Satze von der Konstanz der Summe der Quadrate 
konjugierter Durchmesser aber ist 2EJ^ -f 
2JIP = 2BJ^ + 2 JC®, also auch BO^ + CB^ = EH^ + HF^ q. e. d. 

Bevor wir weitergehen, haben wir noch den Minimalsatz LXXVIII 
nachzutragen: Die Summe der Axen ist das Minimum unter allen Summen 
konjugierter Durchmesser [Ap. VII, 26]. Der entsprechende Maximalsatz 
folgt bei Gregorius weiter unten unter XCIII. Gregorius stützt den Beweis 
auf den Satz von der Konstanz der Summe der Quadrate konjugierter 
Durchmesser und zitiert Serenus lib. II prop. 45. Wir müssen uns bei dem 
Satze vom Minimum der Achsensumme noch etwas verweilen. Wenn 
(a + 2>) < (a + h') sein soll, so muß auch (a + 6)^ < (a + 6')» sein. Da 
aber a^ -\- b^ = a^ -\- h'^ ist, so involviert die Behauptung (a -\- h) <C a -\- h' 
diejenige von «6 < ab\ Man kann diesen Satz, der bei Gregorius nicht 
ausdrücklich ausgesprochen wird, aus dem Satze von der Konstanz des 
Parallelogramms zwischen konjugierten Durchmessern entnehmen Prop. LXXII. 
Dieser lautet: ah = dV cos a. Der cosinus ist ein echter Bruch, man muß 
also aV verkleinern, um afe zu erhalten, d. h. ah <Ca'b' \ erst wenn der 
cosinus sein Maximum erreicht, wird dh' zum Minimum ah. Man kann 
auch anders verfahren und um des logischen Interesses wegen führen wir 
diesen Gedankengang an. Nehmen wir an, (a + &) = a' + h\ machen wir 
also die entgegengesetzte Annahme, so kann man den Satz bei Euklid VI, 21 
zur Anwendung bringen, daß ah ein Maximum wird für a == fe. Da die 
Achsen der größte und kleinste Durchmesser sind, so liegt der Teilpunkt 
der Strecke {a ■\-h^^ welche von uns als gleich {a + &') angenommen 



